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Numeryczne wyznaczanie pola temperatury i weryfikacja
eksperymentalna w zastosowaniu do anemometru z fala cieplna
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Streszczenie

W pracy przedstawiono rozwiazanie numeryczne roOwnania propagacji fal cieplnych w ptynacym gazie. Ana-
lizowano rdwnanie liniowe oraz nieliniowe, z zalezna od temperatury dyfuzyjnoscia temperaturowa gazu. Wyniki
obliczen poréwnano z danymi pomiaru p6l temperatury w ptynacym powietrzu. Zaobserwowano wplyw nieliniowosci
na wartosci przesunigcia fazowego fali cieplnej dla predkosci przeptywu ponizej 20 cm/s.
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1. Wstep

Metoda fal cieplnych, w roznych jej odmianach, jest szeroko stosowana do pomiaru bardzo matych
predkosci przepltywu. Pomiar predkosci przeptywu ta technika polega na generacji w badanym przeptywie
fali cieplnej o zadanych parametrach, i pomiarze temperatury ptynacego gazu w okreslonych punktach. Mia-
ra predkosci przeptywu jest czas, w jakim fala temperaturowa przebywa okreslona droge wzdtuz kierunku
wektora predkosci. W oparciu o zjawisko fal cieplnych badane i konstruowane sa przeptywomierze cieczy
i gazow [1-7], zwlaszcza do pomiaréw mikro- i nanoprzeptywow. Generalnie, wszystkie przeptywomierze
wymagaja wzorcowania, gdyz brakuje wystarczajaco doktadnego analitycznego rozwiazania modelu zja-
wiska. Proby modelowania czujnikoéw ograniczaja si¢ do badania konkretnych rozwiazan przeplywomierzy
w okre$lonej geometrii przeptywu i uktadu przestrzennego nadajnika fali oraz detektoréw oraz rodzaju
generowanego sygnalu (sinusoidalny, prostokatny etc.). Zwykle tez analiza dotyczy okreslonego rodzaju
gazu lub cieczy, ktorych przeplyw ma by¢ mierzony.

Aby mierzy¢ predkosé przeptywu metoda fal cieplnych w sposob absolutny niezbgdne jest rozwigzanie
analityczne rownania propagacji fal cieplnych. Kietbasa przestawil rozwiazanie rownania tego rownania dla
fali sinusoidalnej w obszarze nieskonczonym [8, 9],
co pozwolito na okreslenie warunkéw absolutnego
pomiaru predkosci przepltywu gazu w skali makro.
W zakresie matych predkosci (dla powietrza ponizej
30 cm/s), wskutek wptywu dyfuzji temperaturowe;j
na predkos$¢ rozchodzenia sig fali, aby wyznaczy¢
predko$¢ w sposob absolutny nalezato zastosowacé
sygnat ztozony i skorzystac z zalezno$ci przesunigcia
detekion fazowego fali od czgstotliwosci. Poniewaz dyfuzyjnosc
Na — temperaturowa zalezy od temperatury gazu nalezatoby

sprawdzi¢, czy model liniowy, w ktérym zaktada sig,
N ze dyfuzyjnos$¢ temperaturowa gazu pozostaje stata
jest wystarczajaco doktadny w zakresie bardzo matych

predkosci przeptywu.

Rys. 1. Konfiguracja przestrzenna nadajnika i detektorow
w przeptywie
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2. Podstawy teoretyczne

Zjawisko propagacji fal cieplnych w plynacym gazie opisuje rownanie zachowania energii, ktore
w tym przypadku przyjmuje posta¢ niestacjonarnego rownania adwekcji-konwekcji:
or ..
p(T)c(T)a— =div(A(T)gradT)- p(T)c(T)UgradT +Q (1)
t

gdzie: U — wektor predkosci gazu, T— temperatura gazu, 4 — przewodnictwo cieplne gazu, ¢ — ciepto wiasciwe
gazu, p — gestos¢ gazu, O — gestos¢é mocy zrodla. Po prostych przeksztalceniach otrzymujemy:

I _ div(x(T)gradT) + —2 (gradT)’ — Ugrad T+ £ @)
ot pc OT pc

gdzie x(T') jest dyfuzyjnoscia temperaturowa. Warto§¢ wspotczynnika przy kwadracie gradientu jest dla
powietrza prawie dwa rzedy mniejsza niz warto$¢ dyfuzyjnosci temperaturowej [11]. Z kolei dyfuzyjnosé¢
temperaturowa powietrza z dobrym przyblizeniem zalezy liniowo od temperatury [11]. Pomijajac wyraz
z kwadratem gradientu temperatury oraz zaktadajac, ze dyfuzyjnos¢ temperaturowa zalezy liniowo od tem-
peratury: k = kg + k1T dostajemy dla przypadku dwuwymiarowego rownanie:

or T °T orV (orY _(o*T &°T T 0
—=&5| =+t |T85|| = | | | 7| =+ || VU +— 3)
ot ox~ oy ox oy ox~ Oy ox pc

Jezeli pominiemy zalezno$¢ dyfuzyjnosci temperaturowej od temperatury, to rOwnanie (3) upraszcza
si¢ do postaci:

2 2
aTzKo[a_Tﬁ_TJ_ua_ﬁQ @)

ot ant ot x  pc
Dla liniowego, nieskonczonego zrodta fali o sinusoidalnie zmiennej w czasie temperaturze w uktadzie

jaknarys. 1, Kietbasa [8] przedstawil rozwiazanie analityczne rownania (4), z ktoérego otrzymat przesunigcie
fazowe fali temperaturowej pomigdzy dwoma detektorami na drodze Ax w postaci:

2 2
¢):ﬂ l{ 1+16K‘(0 _lj (5)

2K A2 ut

gdzie: @ — czgstos¢ fali cieplne;j.

16xw
u2

Gdy <1 otrzymujemy zaleznosc¢ (6), taczaca przesunigcie fazy fali, czgstos¢ zrodta, odlegtosc

migdzy detektorami i predko$¢ fazowa fali:

wAx
sp== (6)

Z tego rownania wyznaczy¢ mozna predko$¢ przeptywu gazu przy zatozeniu, ze predkosci gazu jest
réwna predkosci fali cieplnej. W tym przypadku wplyw dyfuzji temperaturowej na propagacjg fali cieplnej
jest pomijalnie maty; fala rozchodzi si¢ z predkoscia unoszenia U. Jezeli powyzsza nierowno$¢ nie jest
spelniona, to dyfuzji temperaturowej nie mozna pomina¢. Predkos¢ przeptywu gazu mozna wyznaczy¢
w sposob absolutny na podstawie zaleznosci (5), mierzac przesunigcie fazowe dla réznych czgstotliwosci
fali, a nastgpnie dopasowujac dane pomiarowe do zalezno$ci teoretycznej metoda estymacji nieliniowe;j [10].
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3. Zastosowana metoda numeryczna

Roéwnania rézniczkowe (3) i (4) rozwiazywano metoda roéznic skonczonych. Obszar rozwigzania
zdyskretyzowano rownomierna siatka weziow 1 zastapiono pochodne odpowiednimi ilorazami réznicowymi,
zgodnie z rownaniem (7) i (8) odpowiednio.

[ k k k k)]
T uTi’il, ;T wio (55 -5 K, (7, -15) | .
At 2Ax 2Ax 2Ax 2Ax
- - @)
k k k k
Ki j-1 (Ti,j - 7;‘,;‘—2) K (7;‘,_/42 - Ti,j) 1
2Ay 2Ay 2Ay
Tk ko Tk TF Tk 2Tk Tk Tk —ork
Zt Tu z+1,/2Axl 1,/ —x i+l,j lA;j i,j n i,j+1 IA,;I i,j (8)

gdzie: i, j — numer wezta w kierunku odpowiednio osi x oraz y, k — poziom czasowy, Ax — krok przestrzenny,
At — krok czasowy.

W tej zalezno$ci wystepuje tylko jedna niewiadoma Tif‘jﬂ, ktora mozna okresli¢ znajac temperatury
w weztach sasiednich w poprzednim przedziale czasu. Metoda ta, okre§lana schematem réznicowym jawnym
(Eulera) [12] jest warunkowo stabilna. Wprowadzajac do rozwazan bezwymiarowe parametry — siatkowa
liczbe Fouriera 7 (zaleznos$¢ 9) oraz liczbg Couranta v (zalezno$¢ 10) otrzymaé mozna warunek na stabil-
no$¢ rozwiazania w kolejnych krokach czasowych. Dla przypadku dwuwymiarowego liczba Fouriera nie
powinna by¢ wigksza od 0.25. Ponadto, w przypadku istnienia cztonu konwekcyjnego w rdwnaniu transportu
ciepta spetniony musi by¢ warunek CFL (Warunek Couranta—Friedrichsa—Lewy’ego) — liczba v powinna
by¢ mniejsza badz rowna 1 [12]:

KAt 1
Ax* 4 ©)
ult
v=—-—X<1 10
Ax (19)

Roéwnania (7) 1 (8) rozwiazywano dla predkosci przeptywu u w zakresie 10-50 cm/s, przyjmujac dla
dyfuzyjnosci temperaturowej powietrza xy = 0.2 cm?/s i k; = 2107 cm?/(s - K). Jako warunek poczatkowy
przyjeto, ze temperatura w catym analizowanym obszarze jest rOwna temperaturze otoczenia 7, = 20°C.
Na brzegach dwuwymiarowego obszaru (ptaszczyzna x — y na rys. 1) o wymiarach 40 x 10 mm zatozono,
ze temperatura pozostaje niezmienna w czasie i jest rowna temperaturze 7,. Na zrodle fali cieplnej (wezet
siatki zlokalizowany w miejscu nadajnika) zatoZzono nastepujace warunki brzegowe: sinusoidalny przebieg
temperatury w czasie (zaleznos¢ 11), oraz prostokatny (12).

T -T
T(sz,yzO,t):%(l+sin(2ﬁﬁ—%D+Tn (11)

Tm_To

T(x=0,y=0,t)= (1+sgn(sin(27rﬁ)))+To (12)

T,, = 300°C — maksymalna temperatura na nadajniku.
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4. Wyniki obliczeh numerycznych

W celu sprawdzenia poprawnosci zastosowanej metody numerycznej porownano wyniki obliczen
zrozwiazaniem analitycznym modelu liniowego. W obliczeniach przyjegto, ze detektor pierwszy znajduje sig
w odlegtosci 3 mm, a detektor drugi w odleglosci 5 mm za zrodtem fali cieplnej (rys. 1). W punktach tych
rejestrowano wartosci temperatury w kolejnych krokach czasowych. Otrzymane sygnaty poddano analizie
spektralnej, stosujac algorytm szybkiej transformaty FFT. Na tej podstawie obliczono przesunigcie fazowe
fali pomigedzy dwoma detektorami.

Wyniki, dla kilku wybranych wartosci predkosci przeptywu, przedstawiono na rys. 2. Btad wzgledny
obliczen numerycznych w odniesieniu do rozwiazania analitycznego wynosi ponizej 1% i ro$nie wraz ze
wzrostem predkosci. Wynika to z btedow rozwiazywania cztonu konwekcyjnego w réwnaniu transportu
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: :
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Rys. 2. Przesunigcie fazowe fali pomigdzy detektorami w zaleznosci od czgstotliwosci zrodia fali (a)
oraz btad wzgledny obliczen numerycznych (b)

ciepta, z zastosowaniem centralnego ilorazu ré6znicowego [12]. Rysunek 3 przedstawia wyliczone chwilo-
we pole temperatury dla predkosci 5 1 20 cm/s. Dla mniejszej predkosci, widoczne jest silne rozmycie fali,
spowodowane dyfuzja temperatury. Na rys. 4 przedstawiono chwilowy profil podtuzny wzgledem kierunku
predkosci (dla y = 0), znormalizowanej temperatury wzgledem wartosci 7, po czasie odpowiadajacym
10 okresom wymuszenia sinusoidalnego o czgstotliwosci /= 40 Hz przy predkosci przeptywu u = 20 cm/s.
Przedstawiono réwniez przebiegi temperatury w czasie w punktach o wspotrzednych y = 01 x = 3 oraz

K(T)= 2e-5 + 2e-7 * T, [m°/s]
&(T)= 2e-5 , [m*/s]

u=20cm/s
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Rys. 3. Obliczone numerycznie chwilowe pole temperatury dla predkosci przeptywu 5 cm/s i 20 cm/s
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5 mm. Jak wida¢, juz przy tej wartosci predkosci przeptywu zaznacza si¢ wplyw nieliniowo$ci na przebieg
temperatury. Nalezy zwroci¢ uwage na widoczny po lewej stronie profilu temperatury maty pik przedsta-
wiajacy falg biegnaca w kierunku przeciwnym do kierunku predkosci przeptywu. Analogiczne wykresy
dla fali prostokatnej przedstawiono na rys. 5. Rysunek 6 przedstawia rozktad sygnatu temperaturowego na
sktadowe harmoniczne. W przypadku rozwigzania rbwnania nieliniowego dla fali sinusoidalnej pojawiaja
si¢ dodatkowe sktadowe harmoniczne wyzszych rzgdow. Dla fali prostokatnej obserwujemy pojawienie sig
kolejnych parzystych sktadowych harmonicznch.

K(T)= 2e-5+ 2e-7 * T, [m/s]
&(T)=2e-5, [m"ls]

u=20cm/s —— Nieliniowe
Jp
404
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- t[s]
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Rys. 4. Poréwnanie chwilowego profilu podtuznego temperatury dla rozwigzania numerycznego réwnania liniowego
i nieliniowego przy wymuszeniu sinusoidalnym na zrédle fali oraz przebiegi temperatury w czasie w wybranych punktach
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Rys. 5. Porownanie chwilowego profilu podluznego temperatury dla rozwigzania numerycznego roéwnania liniowego
i nieliniowego przy wymuszeniu prostokatnym na zrédle fali oraz przebiegi temperatury w czasie w wybranych punktach

Poniewaz do wyznaczenia predkosci przeptywu wykorzystujemy réwnanie (5) interesujace bylo
zbadanie jak nieliniowo$¢ wplywa na zalezno$¢ przesunigcia fazowego fali od czgstotliwosci. Wyniki
przedstawia rys. 7, jak wida¢ nieliniowo$¢ powoduje zwigkszenie predkosci fali temperaturowej, co za-
znacza sie wyraznie dla matych predkosci przeptywu. Efekt ten rosnie wraz ze wzrostem czgstotliwosci
fali. Dla predkosci 50 cm/s nie wida¢ rdznicy pomiedzy modelem liniowym a nieliniowym, co jest zgodne
z faktem, ze przy tej predkosci przeplywu fala cieplna rozchodzi si¢ z predkoscia gazu, i dyfuzja cieplna
jest do pominigcia. Zwraca uwage, ze przesunigcia fazowe pierwszej harmoniczne;j fali sinusoidalnej i pro-
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Rys. 6. Analiza widmowa sygnatu dla fali sinusoidalnej i prostokatnej
—o—x(1)=2e-5+2e-7*T, [m2/s] - fala sinusoidalna
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Rys. 7. Porownanie zaleznosci przesunigcia fazowego fali temperaturowej od czgstotliwosci w dwoch punktach
dla numerycznego rozwigzania rbwnania liniowego i nieliniowego

stokatnej sa sobie rowne. Na rys. 8 poréwnano obliczone zaleznos$ci przesunigcia fazowego fali cieplnej od
czestotliwosci z wynikami pomiaréw dla fali sinusoidalnej oraz prostokatnej. Dla predkosci przeptywu 7 cm/s
potwierdzaja si¢ przewidywania otrzymane droga analizy numerycznej (rys.7). W przypadku pozostatych
wykresow trudno jednoznacznie stwierdzi¢, ze model nieliniowy jest bardziej zgodny z wynikami pomiaréw
niz model nieliniowy.
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Rys. 8. Porownanie obliczonych zaleznosci przesunigcia fazowego fali temperaturowej od czestotliwosci
z wynikami pomiaréw

5. Wnioski

Zastosowanie prostego narzedzia numerycznego pozwolito na wykrycie efektu nieliniowego w pro-
pagacji fal temperaturowych w ptynacym gazie. Jak si¢ okazato zalezno§¢ wspotczynnika dyfuzyjnosci
termicznej od temperatury wplywa na predkos¢ fali temperaturowej w zakresie bardzo matych predkosci
przeptywu i nalezy ja uwzgledni¢ przy pomiarach bardzo matych predkosci. Wptyw nieliniowosci ro$nie ze
wzrostem czgstotliwosci fali temperaturowej. Zalezno$¢ przesunigcia fazowego fali sinusoidalnej i prosto-
katnej jest identyczna, pomimo wystgpowania nieliniowosci. Dalsze badania polega¢ beda na doktadniejsze;j
weryfikacji eksperymentalnej modelu nieliniowego. W obliczeniach numerycznych planuje si¢ zastosowanie
bardziej zaawansowanych metod obliczeniowych. Pozadane tez bytoby uzyskanie doktadnego rozwiazania

analitycznego rownania nieliniowego.

Praca zostata wykonana w roku 2014 w ramach prac statutowych realizowanych w IMG PAN w Krako-
wie, finansowanych przez Ministerstwo Nauki i Szkolnictwa Wyzszego.
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Numerical investigation of the temperature field in the wake of source of thermal wave

Abstract

In this paper numerical solution of thermal wave propagation in a flowing gas was presented. Linear as well
as nonlinear equation of heat transport equation was solved. The results were compared with experimental data.
Nonlinear relation for thermal diffusion in the function of temperature affects thermal wave propagation, particularly
for velocities lower than 20 cm/s.
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