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Analiza powstawania przeplywu wstecznego
przy oplywie cial sztywnych
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Streszczenie

Przedstawiono analizg ruchu ptynu rzeczywistego w poblizu sztywnych §cianek ciata w warunkach przeptywu
akcelercyjnego i deceleracyjnego. Przeptyw w warstwie granicznej rozwazany jest w oparciu o rownania Prandtla.
Korzystajac z numerycznych rozwiazan samopodobnych réwnan przeptywu wykazano, ze przeptyw akceleracyjny
jest ruchem regularnym, natomiast w przeptywie deceleracyjnym wystgpuja osobliwosci odpowiadajace liniom
i punktom oderwania. Obszarom oderwania odpowiada rodzina konkurencyjnych rozwiazan, z ktérych tylko nie-
liczne posiadaja sens fizykalny. Jako kryterium fizykalnej poprawnosci przyjeto warunek zanikania rotacji predkosci
w miar¢ oddalania si¢ od sztywnej $cianki. Przedstawiono zlozone rozwazania oparte na metodach sami-pertur-
bacyjnych dotyczace przeplywu w sasiedztwie punktu oderwania. Analiza réwnan przeptywu dla funkcji pradu
Y przed i za punktem oderwania wykazata, ze $ciste rozwiazania rownan Prandtla ktére poprawnie opisuja ruch
plynu w warstwie granicznej przed punktem oderwania nie posiadaja swojej kontynuacji w obszarze oderwania, tj.
za punktem oderwania.

Stowa kluczowe: warstwa graniczna, rownania Prandtla, przeptyw recyrkulacyjny, oderwanie warstwy granicznej

1. Warstwa graniczna

Zjawiska oderwania oraz przeptywu wstecznego naleza do najbardziej ztozonych zjawisk makro-
skalowych w otaczajacym nas naturalnym srodowisku. Mimo, iz zjawiska te byly juz przedmiotem zain-
teresowania Leonarda da Vinci (XVI), ich wyjasnienie stato si¢ obiektem systematycznych badan dopiero
w XX wieku.

WA
g e T

LM
ll‘ et s .

MJ‘ -

Rys. 1. Rysunek Leonarda da Vinci przedstawiajacy oderwanie i przeplyw wsteczny
w obszarze gwaltownego rozszerzenia rury

Zjawiska oderwania oraz wstecznego ruchu plynu nie wystgpuja w przeptywach swobodnych, a ich
obecno$¢ zwiazana jest z istnieniem sztywnych Scianek ograniczajacych obszar przeptywu plynu. W istocie
powstawanie przeptywu wstecznego jest konsekwencja oderwania warstwy granicznej. Stanowi ona obszar
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ruchu ptynu w poblizu sztywnych $cianek, w ktorym lepkos$¢ ptynu i ksztalt Scianek wplywaja decydujaco
na obraz przeptywu. Ruch ptynu w warstwie granicznej jest silnie wirowy i ma charakter przeptywu lepkie-
go. Natomiast poza obszarem warstwy granicznej, tj. w przeptywie zasadniczym, wirowo$¢ plynu jest tak
niewielka, Ze mozna ja pomina¢, z zatem przeptyw taki traktowa¢ mozna jako potencjalny.

Ruch potencjalny jest charakterystyczny dla przeplywu ptynu idealnego, w ktorym nie wystgpuja
napre¢zenia $cinajace, a lepko$¢ rowna jest z definicji zeru. Caly obszar ruchu ptynu mozemy zatem podzieli¢
na dwie zasadnicze strefy: przeplyw glowny zwany tez zasadniczym, odbywajacy si¢ w oddaleniu od $cianek
oraz warstwe graniczng wystepujaca w ich sasiedztwie. W warstwie granicznej ruch pltynu ma charakter silnie
wirowego przeptywu lepkiego, natomiast w przeptywie zasadniczym idealnego ruchu potencjalnego.

Przedstawiona tu w zarysie koncepcja warstwy granicznej zostata sformulowana po raz pierwszy przez
Prandtla w 1904 roku na $wiatowym Kongresie Matematycznym w Heidelbergu. Jej zasadniczym celem
bylo rozwiazanie paradoksu wystgpujacego rownaniach hydrodynamiki: Ruch ptynu daleko od $cianek
opisywany byt dobrze réwnaniami ruchu ptynu idealnego (rownaniem Eulera), natomiast rozwiazania tych
réwnan nie spetniaty na sztywnej $ciance warunkow brzegowych polegajacych na zerowaniu si¢ zar6wno
sktadowej normalnej u jak i stycznej v wektora predkosci.

Roéwnanie ruchu pltynu w warstwie granicznej uzyskane przez Prandtla (1904) w wyniku uproszczenia
rownania Naviera-Stokesa przyjmuje nastgpujaca postac:

ou ou 10P ud‘u
U——+V——=————+ (1)
ox oy pOx poy
gdzie p jest gestoscia ptynu, a u jego lepkoscia. O$ x uktadu wspotrzednych przyjmuje si¢ styczna do $cianki
iréwnolegla do zasadniczego kierunku przeptywu, natomiast 0§ y prostopadta do $cianki i skierowana w glab
ptynu. Poniewaz wariacja ci$nienia w warstwie granicznej w kierunku y jest pomijalnie mata, a dla danego x
samo cisnienie P jest w zasadzie zgodne z ciSnieniem w przeptywie zasadniczym, wystgpujacy w rownaniu
(1) gradient ci$nienia wyrazi¢ mozna przy pomocy predkosci przeptywu zasadniczego U, traktowanego jako
ruch plynu idealnego, korzystajac z rownania Eulera lub roéwnania Bernoulliego:

Udil]:_laip 2
dx p Ox 2)

Podstawiajc rown. (2) do réwn. (1) otrzymuje si¢:

2
u%‘l‘l)%: d7U+£6712 (3)
ox oy dx poy

Predkos¢ przeptywu zasadniczego U traktuje sig¢ zwykle jako zadana a priori. Jako drugie réwnanie,
sprzezone z (1) lub (3) przyjmuje si¢ rownanie ciagtosci przeptywu:

Ju v _y ©)
ox Oy

Dwa spre¢zone rownania (1), (4) lub (3), (4) stanowia tzw. uktad rownan Prandtla opisujacy ruch ptynu
w warstwie granicznej. Warunki brzegowe dla wspomnianego uktadu dotycza zerowania si¢ sktadowych
predkosci na $ciance:

u()c,y)‘y:0 =0 %)
U(x,y)‘y:0 =0 (6)

Warunki te uzupetniane sa tzw. warunkiem zgodnosci:

u(x, y)‘y%OO =U(x) (7

Warunek ten oznacza, ze predkos$¢ ptynu w warstwie granicznej osiaga asymptotycznie warto$¢ wia-
Sciwa dla przeptywu zasadniczego w miar¢ oddalania si¢ od $cianki.
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Rys. 2. Rysunek Leonarda da Vinci przedstawiajacy oderwanie i przeplyw wsteczny

2. Regularna warstwa graniczna

Dla zagadnienia przeptywu w warstwie granicznej wokot cienkiej ptyty optywanej przez rownolegly
do jej powierzchni jednorodny strumien ptynu, tj. taki dla ktérego U(x) = const., uktad rownan Prandtla
rozwiazany zostat przez Blasiusa (1908). Wprowadzajac nowa zmienna

U
ux

Blasius uzyskat rozwiazanie zagadnienia w postaci:
pU
u=UBL(n)=UBL(,/—yJ 9)
ux

dfp (1)
i (10)

gdzie

By ()=

a funkcja f3(#) spetia tzw. rownanie rozniczkowe Blasiusa

1
Ly i ChO _, an
dn’ dn’
z warunkami brzegowymi:
So |, =0 (12)
on =0
5 (n) B
S 7 (14)

n—®
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Rys. 3. Wykres funkcji B;(7)

Blasius podat rozwiazanie przyblizone zagadnienia brzegowego (11) — (14) przy pomocy rozwini¢¢
w szeregi. Obecnie zagadnienie to rozwiazuje si¢ bardzo efektywnie metodami numerycznymi. Poniewaz
funkcje fz(#7) oraz B;(77) sa monotonicznie rosnacymi funkcjami regularnymi, w rozwigzaniach nie napotyka

si¢ zadnych osobliwosci. Wykres funkcji B;(#) pokazano na Rys. 3.
Roéwnolegly optyw plyty ma wige charakter regularny, a grubo$¢ warstwy granicznej ¢ narasta stop-

niowo z odlegtoscia x od poczatku ptyty zgodnie ze wzorem (Schlichting, 1965):

_c [#x
§=C U (15)

gdzie Cjest wielkoscia stata zalezng od arbitralnie przyjgtego zewngtrznego brzegu warstwy graniczne;j. Jesli
za brzeg ten przyjmiemy odlegtos$¢ od $cianki, dla ktorej sktadowa predkosci u styczna do §cianki rowna jest
95% predkosci w przeptywie zasadniczym wowczas za C nalezy przyjaé warto$¢ 3.91804, jesli u roOwna jest
99% predkosci w przeptywie zasadniczym wowczas za C nalezy przyjaé¢ warto$¢ 4.0999, jesli u rowna jest

99.9% predkosci w przeptywie zasadniczym wowczas za C nalezy przyja¢ wartos¢ 6.0.
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Rys. 4. Obraz stopniowego narastania regularnej warstwy granicznej Blasiusa
przy rownolegltym oplywie plaskiej ptyty

Rozwiazanie Blasiusa opisuje regularng warstwe graniczna, w ktorej nie zachodza zadne osobliwo-
$ci. Podobny obraz stopniowego narastania regularnej warstwy granicznej obserwuje si¢ w poczatkowym

obszarze gladkiej rury, przy wplywie do niej ptynu z duzego zbiornika.
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3. Generacja oderwania warstwy granicznej

Sprobujmy teraz przeanalizowaé przeptyw w warstwie granicznej w warunkach bardziej skompliko-
wanych niz wzdtuz ptaskiej ptyty. Przypadek rozwazony przez Blasiusa mozna uog6Ini¢ na sytuacje, gdy
naptywajacy potencjalny stumien w przeplywie zasadniczym opisany jest odwzorowaniem konforemnym
wyrazonym nastepujaca funkcja zespolona:

F(z)=z"=(x+yi)" (16)
Odpowiada to sktadowe;j stycznej naptywajacego strumienia w postaci:
U(x) =cx™ (17)

Analiz¢ przeptywu przeprowadzimy wprowadzajac funkcja pradu ¥, ktorej pochodne przestrzenne
sa sktadowymi wektora predkosci:

0¥ (x,y)
u=—s

o (18)
U:_al{’(X,J/) (19)

ox

Podstawienie reprezentacji (17), (18), (19) do rownania (3) daje:
OV (x,)) W (xy) 0¥ (x.)) ¥ (XY 5 5y ud ()
+ =c mx +—— (20)
oy Ox 0y ox ayz o) 6y3
Warunki brzegowe dla powyzszego réwnania beda jak nastepuje:
oV
G200 I 21
ox
y=0
oV

a(x’y 2o (22)

LA

oY (x,
Ay =ex (23)
ay
y >0

W celu rozwigzania zagadnienia brzegowego (20) — (23) wprowadzmy nowe zmienne niezalezne
zdefiniowane w sposob:

df x

=— 24

. (24)

“ _y ARe
n= 6w L (25)

gdzie Re jest liczba Reynoldsa, L parametrem o wymiarze dtugosci, a G(x) pewna funkcja, ktdra postaramy
si¢ wyznaczy¢ pozniej. Rozwiazania poszukiwac bedziemy wowczas postaci (Falkner, Skan, 1930, 1931):

__L -
Y= N U(x) G(x) f(&,n) (26)
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Begdziemy wowczas mie¢:

Y (xy) 0 ACY)
R 7T - vwowren)-v T @)
JRe
U:_a‘l’;’;’”} \/L—{f(é n)—{U(x)G(x>}+U(x>G() Y. ")}

(28)

o 6w 5f(§,n)H

——[Lf(ff n)—{U(X)G(x)}+U(X)G( ){ o G(x) o

=

Podstawiajac wyrazenia (24) — (28) do réwnania (20) otrzymamy nastepujace rownanie dla funkcji
f(& n) (Falkner, Skan, 1930, 1931):

0 f {Us G(x)d—(U(x)G(x))} a—f

on’ n

2

+{£ G(x) dU(X)}[l—(%j }: Y9 62, )[ﬁ—a S YOS f] (29)
U, dx on U on onoé o0& 577
Jesli wyrazenia w nawiasach klamrowych sa stale, tj.
G(x) A {U(x) G(x)} = a = const (30)
dx

G*(x) —— dU(x) =b =const (31)

dx

a fjest niezalezne od &, to rownanie dla funkcji f(#) upraszcza si¢ do postaci:

2
f(n) et f(n) bl_{af_(f?)} o (32)
d77 77 on

Jesli funkcja f(#) zostanie wyznaczona z rownania (32), wowczas rozwiazanie problemu dane jest
w formie:

y =ﬁU(x)G(x>f<n) (33)

Z uktadu rownan (30), (31) mozemy wyznaczy¢ szczegotowa postac funkcji U(x) 1 G(x), dla ktorych
rozwiazanie problemu ma postac¢ (33). Okazuje sig, ze jedynymi rozwigzaniami sa:

U(x) = const (34)
G(x) =112a—({jx +C (35)

lub
Ux)=cx (36)

Glx)=,]= b_ const (37)
C
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lub
U(x) =cx™ (38)
Gx) =, | 5L -mr (39)

¢
i b

" 2a-b (40)

lub
U(x)=cexp(12x), a=>b (41)

2
G(x)=,}%exp(—%x], a=>b (42)

Pierwszy przypadek odpowiada optywowi rownolegle ustawionej ptyty oméwionemu w rozdziale
poprzednim, drugi przypadek odpowiada przeplywowi wokot punktu stagnacji, natomiast trzeci przypadek
odpowiada naptywowi na nachylona ptyte lub sptywowi z nie;j.

Rozwazymy bardziej szczegdtowo przypadek trzeci. W celu wyeliminowania jednego z parametrow
parametrow a lub b z rown. (32) rozwazmy ponownie zagadnienie brzegowe (20) — (23) i wprowadzmy
nowe zmienne niezalezne zdefiniowane w sposob:

df

E=x (43)

df
n= J%’x’”‘l v (44)

Rozwiazania poszukiwac bedziemy wowczas postaci:

- /%x’"“m,n) (45)

Podstawiajac wyrazenia (43), (44), (45) do rownania (20) otrzymamy nast¢pujace rownanie dla funkcji
() niezaleznej od zmiennej & (Falkner, Skan, 1930, 1931; Howarth, 1959):

B mel  dA() {812(77)}2 )
+mil—q————¢ |=0

+ fs(m) (46)
d 773 2 d n 2 877
Wprowadzajac nowe zmienne zdefiniowane w sposob
2m
P=—7 (47)
S (48)
m+1
® = Js (49)
2
mozemy przedstawi¢ rownanie (46) w nastgpujacej rownowaznej postaci:
3 2 2
d°®(o) o( )d ® (o) sl1 0D (o) 0 (50)
+®(n +B|l=y——1 |=
do? do? Gl
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Rys. 5. Obraz naptywu na klin o kacie rozwarcia 2a

Warunki brzegowe dla powyzszego rownania sa jak nastepuje:

®(0)| _,=0 (51)

e _ (52)
oo om0

D@l (53)
86 O—>0

Roéwnanie (46) lub alternatywnie rownanie (50) zwane tez rownaniem FS obejmuje szereg przypadkow
szczegolnych. Sytuacja, gdy f=0, tj. m = 0 odpowiada przeptywowi Blasiusa wokot ptaskiej ptyty, ustawio-
nej rownolegle do jednorodnego strumienia ptynu. Warunek =1, tj. m = 1 odpowiada przeptywowi wokot
punktu stagnacji. Przypadek 0 < 5 <2, tj. m > 0 odpowiada naptywowi na klin o kacie rozwarcia 20 = nf8
(Rys. 5). Sytuacja, gdy B = +oo, tj. m = —1 odpowiada przeptywowi Hamela w konfuzorze, tj. radialnemu
przeptywowi miedzy dwoma wzajemnie nachylonymi ptytami w sytuacji, gdy wyptyw lub doptyw ptynu
nastgpuje z krawedzi przecinajacych si¢ plyt. Przypadek —2 < £ <0, tj. —1/2 < m < 0 odpowiada splywowi
z klina o kacie rozwarcia 2o = zf (Rys. 6).

Generalnie, przypadki, dla ktérych g > 0, tj. m > 0 odpowiadaja przeplywowi akceleracyjnemu, na-
tomiast przypadki, dla ktérych f <0, tj. m <0 odpowiadaja przeptywowi deceleracyjnemu.

W/

Rys. 6. Obraz sptywu z klina o kacie rozwarcia 2a
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Dla >0, tj. dla przeplywy akceleracyjnego zagadnienie brzegowe (50) — (53) posiada rozwiazania
regularne wskazujace na regularny charakter przeptywu w warstwie granicznej. Rzeczywiscie, badania do-
$wiadczalne przeprowadzone w wielu laboratoriach potwierdzity, ze w strefie nadwietrznej optywu ciala state-
go, gdzie wystegpuje przeplyw akceleracyjny, ruch ptynu ma charakter regularny, bez zadnych osobliwosci.

W przedziale 0 < § < 1 rozwiazanie zagadnienia (50) — (53) jest jednoznaczne. Dla § > 1 sytuacja
komplikuje si¢ trochg: oprocz rozwigzania regularnego istnieja rozwiazania periodyczne (Howarth, 1959).
Dla przedziatu 1 < <2 istnieje jedno dodatkowe rozwiazanie periodyczne, natomiast poczynajac od =2
istnieje nieskonczony zbior rozwiazan periodycznych. Wszystkie te dodatkowe rozwiazania maja charakter
czysto formalny i nie opisuja zadnego rzeczywistego przeptywu ptynu. Ich obecno$¢ moze jednak budzi¢ nie-
pokdj i stanowi jedynie zapowiedz zlozonos$ci zachowan rozwiazania zagadnienia brzegowego dla § < 0.

Dla przeptywu deceleracyjnego, tj. dla f < 0 zagadnienie brzegowe (50) — (53) cechuja liczne oso-
bliwosci (Howarth, 1959). Nie wystgpuje tutaj jednoznacznos$¢ rozwiazania, a zamiast tego istnieja cale
rodziny konkurencyjnych rozwiazan. Ich posta¢ jest rozmaita, niekiedy nader ztozona. Jedynie nieliczne
z rozwigzan posiadaja znaczenie fizykalne i opisuja realny ruch ptynu. Rozwiazania opisujace przeptyw
rzeczywisty istnieja jedynie dla f nie mniejszych od warto$ci krytycznej:

By = —1.988376 (54)

Warto$¢ ta stanowi punkt bifurkacji rozwiazan. Dla warto$ci f < S istnieja wprawdzie rozwiazania
réownania (50), nie spetniaja one jednak warunkow brzegowych (51), (52), (53). Takie rozwigzania uznaé
nalezy za ‘nieakceptowalne’, gdyz nie opisuja one zadnego ruchu ptynu.

Wieloznaczno$¢ rozwiazan oraz wystgpowanie osobliwosci w przypadku przeptywu deceleracyjnego,
tj. dla § <0, wskazuje na istnienie rzeczywistych osobliwos$ci w obszarze przeptywu ptynu. Osobliwosci te
odpowiadaja powstawaniu punktéw oderwania, w ktérych warstwa graniczna odrywa si¢ od powierzchni
ciala statego. Powstata w ten sposob linia lub powierzchnia oderwania stanowi linig lub powierzchnig oso-
bliwa dla rozwiazan réwnan Prandtla.

Z matematycznego punktu widzenia oderwanie warstwy granicznej jest wigc konsekwencja istnienia
osobliwosci rozwiazan rownan Prandtla opisujacych jej zachowanie w obszarze deceleracyjnym, podobnie
jak powstawanie turbulencji jest konsekwencja niestatecznosci i bifurkacji rozwiazan rownan Naviera-
Stokesa.

4. Powstawanie przeplywu wstecznego

Ze wzgledu na wieloznaczno$¢ oraz wystgpowanie osobliwosci rozwiazanie zagadnienia brzegowego
(50) — (53), nawet przy pomocy metod numerycznych, stanowi powazne wyzwanie. Dobrze znana metoda
Rungego-Kutty nie moze by¢ tutaj zastosowana, gdyz odnosi si¢ ona do zagadnien poczatkowych a nie
brzegowych.

Jednym ze sposobdw rozwiazania jest wykorzystanie tzw. metody strzatow (ang. schooting metod).
Jednakze bezposrednie zastosowanie tej metody prowadzi zwykle do otrzymania jednego z licznych roz-
wigzan ‘nieakceptowalnych’, nie opisujacych zadnego rzeczywistego ruchu ptynu. Dlatego tez potrzebne
jest wprowadzenie dodatkowych warunkow, aby otrzymaé rozwiazania ‘akceptowalne’, tj. posiadajace
konkretny sens fizykalny.

Jednym z takich wymagan jest kontrola rotacji predkosci oraz jej zachowania w miar¢ oddalania
si¢ od sztywnej $cianki (Quartapelle, Scandroglio, 2006). Podane nizej rozwiazania uzyskane zostaty przy
pomocy tej metody.

Rys. 7 przedstawia uzyskane zmodyfikowana metoda strzalow rozwiazanie numeryczne zagadnienia
brzegowego (50) — (53) dla regularnej warstwy granicznej dla parametru § = 10, tj. dla przeptywu akce-
leracyjnego. Na rysunku pokazano przebieg zaleznosci bezwymiarowej funkcji pradu (linia kropkowana),
bezwymiarowej predkosci (linia ciagla) oraz bezwymiarowej rotacji predkosci (linia przerywana) w zalez-
nosci od wartosci znormalizowanej zmienne;j 7.

Rys. 8 przedstawia ‘nieakceptowalne’ rozwiazanie numeryczne zagadnienia brzegowego (50) — (53)
dla warstwy granicznej dla parametru f =— 0.05 , tj. dla przeptywu deceleracyjego. Na rysunku pokazano
przebieg zaleznosci bezwymiarowej funkcji pradu (linia kropkowana), bezwymiarowej predkosci (linia
ciagta) oraz bezwymiarowej rotacji predkosci (linia przerywana) w zalezno$ci od warto$ci znormalizowane;j
zmienne;j 7.
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Fig. 7. Uzyskane zmodyfikowana metoda strzalow Fig. 8. ‘Nieakceptowalne’ rozwigzanie numeryczne zagadnie-
rozwiazanie numeryczne zagadnienia brzegowego nia brzegowego (50) — (53) dla warstwy granicznej
(50) — (53) dla regularnej warstwy granicznej dla f = 10 dla f=—0.05 (. dla przeptywu deceleracyjnego),
(tj. dla przeptywu akceleracyjnego), (wg Quartapelle i Scandroglio, 2006)

(wg Quartapelle i Scandroglio, 2006)

Rys. 9 przedstawia uzyskane zmodyfikowana metoda strzatow ‘akceptowalne’ rozwiazanie nume-
ryczne zagadnienia brzegowego (50) — (53) dla warstwy granicznej przy wartosci parametru f = —0.12 ,
tj. dla przeplywu deceleracyjego. Na rysunku pokazano przebieg zalezno$ci bezwymiarowej funkcji pradu
(linia kropkowana), bezwymiarowej predkosci (linia ciagla) oraz bezwymiarowej rotacji predkosci (linia
przerywana) w zalezno$ci od warto$ci znormalizowanej zmiennej #.

Rys. 10 przedstawia uzyskane zmodyfikowana metoda strzatéw ‘akceptowalne’ rozwiazanie nu-
meryczne zagadnienia brzegowego (50) — (53) dla warstwy granicznej w warunkach zaréwno przeptywu
akceleracyjego jak i deceleracyjego. Na rysunku pokazano odpowiadajaca rozmaitym, dodatnim i uyjemnym
warto$ciom parametru 5 rodzing krzywych wyrazajacych przebieg zalezno$ci bezwymiarowej funkcji pradu
od znormalizowanej zmienne;j #.

Rys. 11 przedstawia uzyskane zmodyfikowana metoda strzalow ‘akceptowalne’ rozwiazanie nu-
meryczne zagadnienia brzegowego (50) — (53) dla warstwy granicznej w warunkach zaréwno przeptywu
zaréwno akceleracyjego jak i deceleracyjego. Na rysunku pokazano odpowiadajaca rozmaitym, dodatnim
i yjemnym wartosciom parametru f rodzing krzywych wyrazajacych przebieg zaleznosci bezwymiarowe;j
predkosci od znormalizowanej zmienne;j 7.

Przedstawiony ponizej Rys. 12 pokazuje uzyskane zmodyfikowana metoda strzatow ‘akceptowalne’
rozwigzanie numeryczne zagadnienia brzegowego (50) — (53) dla warstwy granicznej w warunkach zar6wno
przeptywu akceleracyjego jak i deceleracyjego. Na rysunku pokazano odpowiadajaca rozmaitym, dodatnim
i yjemnym wartosciom parametru f rodzing krzywych wyrazajacych przebieg zaleznosci bezwymiarowe;j
rotacji predkosci od znormalizowanej zmiennej #. Wida¢ wyraznie, Ze niezaleznie od wartosci parametru f
wielkos$¢ rotacji predkosci jest ograniczona i zanika ona dla wigkszych wartosci zmiennej #, co odpowiada
warunkowi zgodnos$ci wyrazajacemu stopniowe przechodzenie brzegu warstwy granicznej w obszar prze-
ptywu zasadniczego.
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Fig. 9. Uzyskane zmodyfikowana metoda strzatow ‘akcep- Fig. 10. Uzyskana zmodyfikowana metoda strzalow
towalne’ rozwiazanie numeryczne zagadnienia brzegowego ‘akceptowalna’ rodzina krzywych zaleznosci bezwymiarowej
(50) — (53) dla warstwy granicznej dla f=—10.12 funkcji pradu od znormalizowanej zmiennej # dla, idac od
(tj. dla przeptywu deceleracyjnego), (wg Quartapelle dotu, kolejnych, malejacych wartosci parametru = 10, 2,
i Scandroglio, 2006) 0.5,0,-0.1,-0.15, 018, dla przeptywu regularnego,

oraz dla kolejnych warto$ci parametru f=-0.18,-0.15, —0.1,
—0.05,-0.025,-0.01 dla przeptywu odwrdoconego
(wg Quartapelle i Scandroglio, 2006)

Na rysunkach 10 i 11 wida¢ wyraznie, ze krzywe funkcji pradu i predkosci odnoszace si¢ do prze-
ptywu regularnego okreslone sa jedynie dla dodatnich warto$ci znormalizowanej zmiennej #. Oznacza to,
ze kierunek stycznego do sztywnej $cianki przeptywu w warstwie granicznej jest zgodny z kierunkiem
naptywajacego z zewnatrz strumienia plynu. Natomiast sytuacja, w ktorej krzywe funkcji pradu i predko-
$ci posiadaja ‘wybrzuszenie’ i okreslone sa rowniez dla ujemnych wartosci znormalizowanej zmiennej #
oznaczaja pojawianie si¢ w warstwie granicznej przeptywu odwroconego, w ktorym kierunek stycznego do
sztywnej $cianki przeptywu w warstwie granicznej jest przeciwny do kierunku naptywajacego z zewnatrz
strumienia ptynu. Z fizykalnego punktu widzenia linia stanowiaca odpowiednik pierwszego pojawiajacego
si¢ wybrzuszenia jest liniag oderwania warstwy graniczne;j.

Taka sytuacja moze si¢ wydarzy¢ jedynie wtedy, gdy pojawi sig linia osobliwa, ktora oddziela obszar
przeplywu regularnego zgodnego z naptywajacym strumieniem od obszaru wstecznego, o kierunku ruchu
przeciwnym do naptywajacego strumienia. Potwierdza to wniosek przedstawiony juz uprzednio, zgodnie
z ktérym z matematycznego punktu widzenia oderwanie warstwy granicznej jest konsekwencjg istnienia
linii osobliwej w obszarze akceptowalnych rozwigzan rownan Prandtla.

Nalezy zaznaczy¢, ze oderwanie warstwy granicznej nie wystgpuje od strony nadwietrznej optywa-
nych ciat. Ruch ptynu ma tam charakter przeptywu akceleracyjnego, co odpowiada dodatnim warto$ciom
parametru B, dla ktorych akceptowalne rozwigzania rownania FS sa zawsze regularne. Oderwanie wystapi¢
moze natomiast od strony zawietrznej, gdyz ruch ptynu ma tam charakter przeptywu deceleracyjnego, co
odpowiada ujemnym warto§ciom parametru S, dla ktorych akceptowalne rozwiazania rownania FS sa czgsto
osobliwe.

Sytuacja taka odpowiada dobrze znanemu z literatury obrazowi oderwania warstwy granicznej po-
kazanemu na Rys. 13.
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Fig. 11. Uzyskana zmodyfikowana metoda strzalow
‘akceptowalna’ rodzina krzywych zaleznosci bezwymiarowe;j
predkosci od znormalizowanej zmiennej # dla, idac od dotu,

kolejnych, malejacych wartoéci parametru S = 10, 2, 0.5,
0,-0.1,-0.15, 018, dla przeptywu regularnego, oraz dla
kolejnych warto$ci parametru f =—0.18, -0.15, -0.1, —0.05,
—0.025, -0.01 dla przeptywu odwrdconego
(wg Quartapelle i Scandroglio, 2006)

10 A .

0.0 05 1.0 7

Fig. 12. Uzyskana zmodyfikowana metoda strzatow
‘akceptowalna’ rodzina krzywych zaleznosci bezwymiarowej
rotacji predkosci od znormalizowanej zmiennej # dla, idac
od dotu, kolejnych, malejacych wartosci parametru
£=10,2,0.5,0,-0.1,-0.15, 018, dla przeptywu regular-
nego, oraz dla kolejnych wartosci parametru f = —0.18,
-0.15,-0.1,-0.05, -0.025, —0.01 dla przeptywu odwrdco-
nego (wg Quartapelle i Scandroglio, 2006)

separation point

separation line

Fig. 13. Obraz oderwania warstwy granicznej na gtadkiej powierzchni
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Na przedstawionym powyzej Rys. 13 wida¢ wyraznie, ze w obszarze regularnym warstwy granicznej
(jeszcze przed oderwaniem) sktadowa predkosci styczna do powierzchni ciata statego wzrasta monotonicz-
nie w glab ptynu w kierunku normalnym do powierzchni, natomiast ci$nienie spada wzdluz stycznej do
powierzchni, zgodnie z kierunkiem przeptywu.

W punkcie separacji pochodna predkosci stycznej do powierzchni ciala statego wzgledem kierunku
normalnego do powierzchni jest rowna zeru, natomiast sktadowa normalna do powierzchni ‘eksploduje’,
osiagajac w tym miejscu bardzo duze warto$ci. W punkcie separacji cisnienie osigga wartos¢ minimalna,
stad tez jego pochodna wzgledem kierunku stycznego do powierzchni przyjmuje warto$¢ réwna zeru.

W obszarze oderwania skladowa predkosci styczna do powierzchni ciala statego wzrasta poczatko-
wo w glab ptynu w kierunku normalnym do powierzchni, lecz kierunek ruchu w warstwie granicznej jest
przeciwny do kierunku zasadniczego strumienia ptynu. Predko$¢ ta osigga ujemna warto$¢ maksymalna
(4. wartos¢ minimalna), po czym zaczyna spada¢ co do bezwzglgdnej wartosci osiagajac wkrotce warto$¢

Re =915 Re =37.7

Re =179 Re =736

Re =268 Re =133

Fig. 14. Obrazy stacjonarnego optywu sfery dla rozmaitych warto$ci liczb Reynoldsa (wg Tanedy, 1956)
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zero. Sytuacja taka odpowiada ‘podplywaniu’ ptynu wzdhuz Scianki w kierunku przeciwnym do strumienia
zasadniczego. Po przekroczeniu warto$ci zerowej predkos¢ dalej wzrasta, juz teraz zgodnie z kierunkiem
zasadniczego strumienia ptynu, az do umownego brzegu warstwy granicznej, w ktorym osiaga 99% (lub np.
99.9 %) wartosci predkosci przeptywu glownego. Poniewaz spadek ci$nienia jest zawsze zgodny z kierun-
kiem przeptywu, pochodna cis$nienia wzgledem kierunku stycznego do $cianki jest w obszarze oderwania
warstwy granicznej dodatnia.

Pozostaje jedynie wyjasni¢ przyczyng wystepowania zjawisk oderwania warstwy granicznej i po-
wstawania przeplywu recyrkulacyjnego z fizykalnego punktu widzenia.

W starszej literaturze mozna znalez¢ opinig, Zze przyczyna oderwania warstwy granicznej jest nad-
miar sil bezwladno$ci w przeptywajacym ptynie w stosunku do wystgpujacych tam sil tarcia wewngtrznego
zwiazanych z istnieniem lepkosci. Taki poglad sugerowa¢ moga wyniki do§wiadczalne uzyskane podczas
optywu sfery lub cylindra przez jednorodny strumien ptynu (Rys. 14).

Dla matych liczb Reynoldsa Re przeplyw pozostaje regularny nawet od strony zawietrznej. Jednakze
poczynajac od wartosci Re rownej kilkudziesigciu, od strony zawietrznej pojawia si¢ oderwanie warstwy
granicznej i zaczyna si¢ tworzy¢ niewielki obszar recyrkulacyjny. Obszar ten ulega stopniowemu powigk-
szeniu ze wzrostem liczby Reynoldsa Re.

Przedstawione tutaj ‘klasyczne’ wyjasnienie zawodzi jednak w przypadku oplywu bryt ostrokrawedzi-
stych, dla ktérych oderwanie wystgpuje zawsze na ostrej krawgdzi, niezaleznie od wartosci Re (Rys. 15).

Wydaje sig, ze prawidtowe wyjasnienie fizykalnej przyczyny zjawiska oderwania warstwy granicznej
przedstawit Batchelor (1967, 1985), ujmujac to w nastepujace stowa:

“The separation phenomenon is implied by the situation in which a thin boundary layer adjoining
a solid boundary is unable to reduce appreciably in the velocity of mainflow stream in the regular manner.
The reduction of external velocity occurs then by means of special methods as the separation of boundary
layer and creation of systems of eddies. When the significant reduction in velocity of the external stream

Re =025

Fig. 15. Obrazy stacjonarnego optywu dysku prostopadtego do naptywajacego strumienia
dla rozmaitych wartosci liczb Reynoldsa
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is appreciable, the transfer of vorticity from direct neighbourhood of a solid wall is often so rapid that
the transfer of vorticity is not confined to the vicinity of the wall. Consequently, the surplus of vorticity is
propagated then in a large zone away a solid body. Since the mainflow is almost irrotational and non—zero
vorticity occurs in the boundary layer only therefore the large zone mentioned above should be regarded as
a subzone of the boundary layer.”

Tak wigc nadmiar niezbgdnej do przyklejenia ptynu do §cianki, a zarazem nie dajacej si¢ opanowac
wirowosci, a nie bezwladno$¢ plynu jest przyczyna oderwania warstwy granicznej i powstawania przepty-
wow wstecznych, takze obszaréw recyrkulacyjnych.

5. Analiza ruchu plynu w sasiedztwie punktu oderwania

Analiza ruchu ptynu w sasiedztwie punktu oderwania jest problemem ztozonym. Poniewaz w warstwie
granicznej sktadowa styczna predkosci u jest duzo wigksza od sktadowej normalnej v, dlatego tez w punkcie
oderwania x; warto$¢ v musi ‘eksplodowac’, a warto§¢ pochodnej 6v/0y musi by¢ rowniez ekstremalnie duza.

Sprébujmy przebadaé, jak zachowuja sig¢ rozwigzania rownan Prandtla przed punktem oderwania xy
oraz za nim. Wprowadzajac wskaznik L jako odnoszacy do dowolnej wielkosci ‘przed oderwaniem’ oraz
oznaczajac predkos¢ predkos¢ w przeptywie zasadniczym odpowiadajaca punktowi oderwania przez Uy a jej
pochodna przez U}, wprowadzmy definicje nastgpujacych parametréw bezwymiarowych:

Bezwymiarowa skala odlegtos$ci:
a Uy

L =
U's (55)
Punktowa liczba Reynoldsa:
i LUy
Rey = pT (56)

Bezwymiarowa odlegtos¢ od punktu oderwania wzdtuz Scianki:

df xy —x
X = #L

(57)
Bezwymiarowa odlegltos¢ od punktu oderwania w kierunku normalnym do $cianki:

‘E \IRCL (58)

V= y
)

Bezwymiarowa sktadowa predkosci styczna do $cianki:
u =— (59)

Bezwymiarowa sktadowa predkosci normalna do $cianki:

df

L
v) = \Rey ; (60)

Bezwymiarowa predkos¢ strumienia zasadniczego:

i U

U, = U, (61)

Bezwymiarowa funkcja pradu:

af Re
p, =Ly (62)
UL




282 Mariusz R. Stawomirski

Bezwymiarowe cis$nienie:

i p
P = (63)
2
pUL
Réwnanie Prandtla (1) mozemy wowczas zapisa¢ w sposob:
ou ou, P d%u
g Py T O (64)
ox| oy, Ox| ovi
Wyrazajac gradient ci$nienia poprzez predkos$¢ w przeplywie zasadniczym
oP, ou,
-y 63
Ox L + Ox L ( )

oraz przedstawiajac bezwymiarowe sktadowe u, 1 v, wektora predkosci w warstwie granicznej przy pomocy
pochodnych bezwymiarowej funkcji pradu ¥

oY
U = 1 () (66)
L
oV, (x,y
aXJ_
otrzymamy:
2 2 3
O () 0T (3 N oY) (xp,p,) 7Yy (x1,0,) —_U, Uy N oY, (x,0)) (68)
oy, 0x, 0y, ox, 6yf Ox,| ayi
Warunki brzegowe dla powyzszego rownania rézniczkowego sa jak nastegpuje:
Wi, =0 (69)
ov¥, (x,,y
ul(xj-’yj-)ho:% =0 (70)
L y.=0
oY | (x1>31)
, =—=="== =U
ug (xp yl)\n%w oy, i (71)

Y>>

Zauwazmy, ze bezwymiarowa odlegtos¢ od punktu oderwania x| przyjmuje wartosci dodatnie przed
punktem oderwania xy, a warto$¢ x| rosnie tym bardziej im jesteSmy dalej przed x;.

Nieznang funkcje¢ wyrazajaca zalezno$¢ bezwymiarowej sktadowej stycznej predkosci u; od bezwy-
miarowej odleglosci od Scianki y; w kierunku prostopadtym do $cianki w punkcie oderwania x; wyrazi¢
mozemy w postaci szeregu nieskonczonego (Goldstein, 1948):

_ 0¥ (v )

P = az)’f + a3)’i + a4)’i1 + as)’f + ... (72)
YL

ul(xb)d)‘xfo
x, =0

Podobnie zrobi¢ mozemy z pochodna u, wzgledem y, :

= 22/3 (O[lil_/z + Olzxi/4+ oa3x| + a4Xi/4+ ) (73)

2
Ouy (x1,5,) _ oY, (x,»)
9y, oyt

=0 y, =0
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Wprowadzmy teraz nowe zmienne bezwymiarowe zdefiniowane w sposob:

n=4% x| (74)
df
Y1
S = 1/4 (75)
J2 o

Zagadnienie brzegowe (68) — (71) sprobujemy rozwiaza¢ metoda sami-perturbacyjna. Bedziemy
poszukiwaé nieznanej bezwymiarowej funkcji pradu W, w postaci nastgpujacego szeregu semi-perturba-
cyjnego (Goldstein, 1948):

¥, =228 o+ A+ E L)+ E L+ E )+ (76)

gdzie fo(n), f1(1), (1), ... jest ciagiem funkcji, ktére musza by¢ wyznaczone. Zmienna ¢ jest tutaj zarazem
parametrem semi-perturbacyjnym.

Podobnie, bedziemy poszukiwaé nieznanej bezwymiarowej predkosci stycznej u; w postaci nastg-
pujacego szeregu semi-perturbacyjnego zawierajacego ciag pierwszych pochodnych funkcji (), f1($),
(&), ...

= 28 fo' )+ ER M+ EL M +ES M +E S+ .. ] 77)
1L

Podstawiajac rozwinigcia semi-perturbacyjne (76), (77) do rownania (68) i dobierajac wyrazenia
z jednakowymi warto$ciami poteg zmiennej ¢ otrzymamy ciag rownan réozniczkowych dla poszczegolnych
funkeji fo(), f1(n), f>(1), ... (Goldstein, 1948).

Dla funkcji () bedzie to rownanie:

n n ! 2

1" =3 ) /" +2{f; ()} =1 (78)

Warunki brzegowe dla wszystkich réwnan zawierajacych funkcje f,(7) sa:
S|, _,=0 (79)
S ), =0 (80)

Ponadto zachodzi wazna zalezno$¢:
S () 2

im S =2 e 81

Rozwiazaniem nieliniowego rownania (78) spetniajacym warunki brzegowe (79), (80) jest:
1 3
Jfo(n) = i (82)
Stad, korzystajac z zaleznosci (81), tatwo wyznaczymy wspotczynnik a, szeregu (72):

. fo(m o 1
Iim =2"a = a,=—
Jim = 2= (83)

Dla funkgcji f;(#) otrzymamy nastgpujace rownanie:

A7) =30 R )+ S0 ) =4 i ) =0 (54
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Jest to rbwnanie liniowe. Jego rozwiazaniem spetniajacym warunki brzegowe (79), (80) jest:

f =ayr’ (85)
Korzystajac z zaleznosci (81) tatwo wyznaczymy wspotczynnik az szeregu (72):
A'()

lim 3
n—o0 r]

=24, = a;=0 (86)

Dla funkcji f5(77) otrzymamy nastgpujace rownanie:
£ () - % 1)+ 302 f () =5 fy () =4 /() £ () =2 L ()b (87)

Jest to rowniez rownanie liniowe, tym razem niejednorodne. Jego rozwigzaniem spetniajacym warunki
brzegowe (79), (80) jest:

2
2 A 5
L) =eqn” = ——n (88)
15
Korzystajac z zaleznosci (81) tatwo wyznaczymy kolejny wspotczynnik a4 szeregu (72):

G 1 5
lim =2aq, = a,=—-——« 89
A 4 4= 7% (39)

Dla funkcji f5(77) otrzymamy nastgpujace rownanie:

=30 )+ 27 £ ) =6 ()= 4.1 £ ) + 55 0 ()
=71, () A () %0)

lub, po podstawieniu wyrazen (85) i (88) na funkcje fi(n) 1 />(#):
" 1 " 7 ! 3
KD =3 0K 0+ LA @) =6nf(a) == e (100 = | o1

Generalnie, poczynajac od n = 2, rOwnania rézniczkowe dla kolejnych funkcji f,,(#7) mozna wyrazi¢
W Sposob:

£ =3 " )+ £ ) = (043) 1, () = G ) ©2)

gdzie G, () wyraza si¢ w sposob rekurencyjny w postaci:

df n—1

Gn (77) = Z {(” —m +3) fm” (n)fn—m (77) - (I’l —m+ 3)fm, (77)fn—m,(77)}+pn/4 , Nz 2 (93)

m=0

Sa to rownania liniowe, moga by¢ wigc przynajmniej teoretyczne rozwigzane metodami analitycz-
nymi. Rozwiazania takie wyrazaja si¢ jednak skomplikowanymi wzorami i poczynajac od n = 3 zawieraja
nastgpujace wyrazenia w postaci szeregdw nieskonczonych:

i & T(m—-1/2-n/4)T(5/4)
&n (77) == Z Aol

= 8" (4m -1)T(=1/2-=n/4)T(m+5/4) (94)

a2 T (m—3/4 —n/4)T(3/4)
hn(rl) :_Z o

95)
= 8" (2m—1)T (=3/4=n/4)T (m +3/4)
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gdzie I'(...) jest funkcja Eulera zdefiniowana w sposob:
ar % |
re) =[evde (96)
0
Rozwiazanie rownania (91) spelniajace warunki brzegowe (79), (80) wyraza si¢ w postaci:
2 8 1 1 4
f3() = azn’ + 4oy [n— g3 ()] —3Y {1 o h (77)} o7

lub, po podstawieniach wyrazen (94), (95):

= r¢G/4)rim-5/4
f3() =azn® +4oyay |0+ SIRl ) el
=0 8" (4m—-1)T(-5/4)T (m+5/4)
8 e r3/2)r(m-3/4) 4
_—al 1+ T] Z g T]m (98)
3 — 8" (2m-1)T(-3/2)T(m+3/4)
Korzystajac z zaleznosci (81) mozemy teraz wyznaczy¢ wspotczynnik as szeregu (72):
lim 3 (577) _24 = ag- \/_ﬁ o (99)

Wyznaczenie wspolczynnika a5 pozwala na wyznaczenie wspotczynnika a, szeregu (73). Otrzymu-
jemy go w postaci:

{‘/5”3/2
ay=———af (100)
512 (5/4)

Dla kolejnej funkcji f4(1) otrzymamy nast¢pujace rOwnanie:
SO0 =L )+ A L) =T ) = 4 ) + S ) )
F6£" () 15 (=855 () /') 4 ) +py (101)

Rozwiazanie powyzszego réwnania spelniajace warunki brzegowe (79), (80) jest jak nastgpuje:

7 16 7
f4(77)=05477+%[773— T J+2(a1 a3a1){n—g4(n)}—7a2af{l+§n4—h4(n)}

105
2 s 337 732 )
3 P( Ay (5/4){ +ﬁn h4(n)}} (1o

gdzie

(2m-3)T'(3/4)T (m—-3/2) 4m+3
A(n)= Z {8m(2m+4)(4m+3)r( 3/2)r(m+1)n }

3 & (4m—5) T (5/4)T(m—5/4) meal 0
28T (5/4) = |87 (4m+ 4)(4m+3) T (—5/4)T(m + 1) T(m + 5/4) "
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Korzystajac z zaleznosci (81) mozemy teraz wyznaczy¢ wspotczynnik aq szeregu (72):

' 2
fim 747 =2% = a6={l— I }af— P (104)

n—>o  p° 9 600T*(5/4) 360
Wyznaczenie wspotczynnika aq pozwala na wyznaczenie wspotczynnika oz szeregu (73). Otrzymu-
jemy go w postaci:

3
b4 3
= — (35-842)a 105
: 4oor6(5/4)( )i (105)

Wyznaczanie kolejnych funkcji f5(%), fs(#), f7(#), ... mozna kontynuowac dalej, lecz nalezy zadawaé
sobie sprawe z narastajacych stopniowo trudno$ci rachunkowych. Podobnie, wyznacza¢ mozna kolejne
wspotczynniki a;, ag, aq, ... Oraz oy, 0s, o, ... dla szeregow (72), (73).

Sprébujmy teraz przebadad, jak zachowuja si¢ rozwiazania rownan Prandtla za punktem oderwania
xz. Wprowadzajac wskaznik ¢ jako odnoszacy do dowolnej wielkosci ‘za oderwaniem’ oraz wprowadzmy
definicje nastepujacych parametréw bezwymiarowych:

Bezwymiarowa odleglo$¢ od punktu oderwania wzdhuz Scianki:

af x —x
L

x| (106)

Bezwymiarowa odleglo$¢ od punktu oderwania w kierunku normalnym do $cianki:

Yo = I

Y=y (107)

Bezwymiarowa sktadowa predkosci styczna do $cianki:
af oy

Uy =——=u (108)
Uy #

Bezwymiarowa sktadowa predkos$ci normalna do $cianki:
df L

vy = ReLFZUL (109)
#

Bezwymiarowa predkos¢ strumienia zasadniczego:

Uy=—=U, (110)

Bezwymiarowa funkcja pradu:

= 111
0L (111)
Bezwymiarowe cisnienie:
i p
B=—>s=0 112
2
U2 (112)

Réwnanie Prandtla (1) mozemy wowczas zapisa¢ w sposob:

0 0 or, o°



Analiza powstawania przeplywu wstecznego przy oplywie cial sztywnych 287

Wyrazajac gradient ci$nienia poprzez predkos$¢ w przeplywie zasadniczym
OF, oU,
0y =2

oraz przedstawiajac bezwymiarowe sktadowe u, i v, wektora predkosci w warstwie granicznej przy pomocy
pochodnych bezwymiarowej funkcji pradu ¥,

oY
1ty = oéxo,m) —u, (115)
Yo
oYy (x4,
UO:M=_% (116)
8x<>
otrzymamy:
2 2 3
Wy (%0, 1) 7o (x0, v0) 0¥ (x0,0) 0¥ (0, 10) U, U, N ™Yo (x9,5) (117)
Warunki brzegowe dla rown. (117) sa jak nastgpuje:
¥y (X0, 30)], _ =0 (118)
0¥, (x,,
u()(x(hy())‘y 0:06(#)}0) =0 (119)
o Yo Yo =0
R CIILY)
14<>(x<>sy<>)\yo_)oo N =Us (120)
Vo —>0

Zauwazmy, ze bezwymiarowa odlegto$¢ od punktu oderwania x, przyjmuje warto$ci dodatnie za
punktem oderwania xy, a warto$¢ x, rosnie tym bardziej im jestesSmy dalej za x..

Nieznana funkcj¢ wyrazajaca zalezno$¢ bezwymiarowej sktadowej stycznej predkosci u, od bezwy-
miarowej odlegtosci od $cianki y, w kierunku prostopadtym do $cianki w punkcie oderwania x; wyrazi¢
mozemy w postaci szeregu nieskonczonego (Goldstein, 1948):

_ oW (x5, 5)

2 3 4 5
Uy (xo,yo)‘x()zo T 5 Yo +b3yy +bayo +bsys + ... (121)
0

L
2

Xo =0
Podobnie zrobi¢ mozemy z pochodna predkosci u, wzgledem y,:

_ aZ‘Po (x5,70)

2
Yo=0 0o

Ouy(Xy,75)
6y<>

_ 5203

1/2 3/4 5/4
(ylxo +y2xy T+ A3xo + V4Xh +) (122)

0=0

Wprowadzmy teraz nowe zmienne bezwymiarowe zdefiniowane w sposob:

df

Ny = i‘/x_o (123)

f df y<>
o = 1/4 124
hd (124)

Zagadnienie brzegowe (117) — (120) sprobujemy rozwiaza¢ metoda sami-perturbacyjna, podobnie
jak dla zagadnienia brzegowego (68) — (71). Bedziemy poszukiwaé nieznanej bezwymiarowej funkcji pradu
Y, w postaci nastgpujacego szeregu semi-perturbacyjnego (Goldstein, 1948):
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¥, =227 [@o (10) + Eo 01 (110) + E302(16) + & @3.(110) + Es 04 (1) + ] (125)

gdzie ¢o(no), 01(10), D2(10), ... jest ciagiem funkcji, ktore musza by¢ wyznaczone. Zmienna &, jest tutaj
zarazem parametrem semi-perturbacyjnym.

Podobnie, bedziemy poszukiwaé nieznanej bezwymiarowe] predkosci stycznej u, w postaci naste-
pujacego szeregu semi-perturbacyjnego zawierajacego ciag pierwszych pochodnych funkcji @¢y(70), ¢1(170),

$2(10), -..:

oV,

PR (90 (16) + 001 (6)+E307 (6)+ E305'(10) + E6 04 () + .. (126)
[

Uy =

Podstawiajac rozwinigcia semi-perturbacyjne (125), (126) do rownania (117) i dobierajac wyrazenia
z jednakowymi warto$ciami potgg zmiennej &, otrzymamy ciag rownan réozniczkowych dla poszczegdlnych
funkeji @o(170), §1(110), #2(710), ... (Goldstein, 1948).

Dla funkcji ¢y(7,) bedzie to rownanie:

00" (16) + 300 (10) 05" (15) —2 40 ()} =1 (127)

bardzo podobne do rownania (78).

Warunki brzegowe dla wszystkich rownan zawierajacych funkcje ¢,(y,) sa analogiczne jak dla
wszystkich rownan zawierajacych funkcje £, (#), tj.:

¢ ()], (=0 (128)

@ (0], =0 (129)

Ponadto zachodzi wazna zalezno$¢:

lim 200 _pnzg (130)

Ho—>0 r](};H—

gdzie b, sa wspbdlczynnikami rozwinigcia (121).

Rozwiazaniem nieliniowego réwnania (127) spelniajacym warunki brzegowe (128), (129) jest:
1 3
®o (Uo)zg’?o (131)

Stad, korzystajac z zaleznosci (130), tatwo wyznaczymy wspotczynnik b, szeregu (121):

’ 1
tim 20U g0y, o gL (132)
Ny —>© T]O 2

Dla funkcji ¢;(7,) otrzymamy nastgpujace rownanie:

"

1 3 " 2 2 '
?; (no)+5n<>col (Tlo)_gn @1 (1) + 41,9, (17,) =0 (133)

Jest to rbwnanie liniowe. Jego rozwiazaniem spetniajacym warunki brzegowe (128), (129) jest:
2
¢1(10) = 1o (134)

Korzystajac z zaleznosci (130) fatwo wyznaczymy wspotczynnik b5 szeregu (121):

1'(110) _2%, = b =0 (135)

lim 3
noo g
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Dla funkcji ¢,(7,) otrzymamy nastgpujace roOwnanie:
" 1 3 2 " ’ 2
02" (10) + 5 11602 (110) =31502 (10) + 51002 (16) = =4 @1 (16) @1 (10) +2 {or (o)} (136)
lub, po podstawieniu reprezentacji (134) dla funkcji ¢;(7,) 1 jej pochodnych:

" 1 3 " 2 ' 2
@y (o) + 516902 (1M0) =315 02" (10) +5100, (110) = 4 11Ny (137)

Jest to rowniez rownanie liniowe, tym razem niejednorodne. Jego rozwiazaniem speiniajacym warunki
brzegowe (128), (129) jest:

2
2
o, (M) = 1m; +%n§ (138)

Korzystajac z zaleznosci (130) tatwo wyznaczymy kolejny wspdtczynnik a4 szeregu (121):

' 1
lim 22 (f°)=2b4 by =yl (139)
N> 1, 6

Jak dotad widzimy, ze rozwiazania dla funkcji ¢o(74), @1(%5), P2(11o) odnoszace si¢ do problemu ‘za
oderwaniem’ sa niemal identyczne z rozwiazaniami dla funkcji fo(n), f1(n), f2(#) ‘przed oderwaniem’.

W przypadku formuty (138) wystepuje jednak z pozoru niewielka, lecz nader istotna r6znica w porow-
naniu z formuta (89): Parametr rozwinigcia b, dla obszaru za oderwaniem r6zni si¢ od parametru rozwini¢cia
a, dla obszaru przed oderwaniem jedynie znakiem. Ta niewielka z pozoru réznica powoduje istotne konse-
kwencje z wyjatkiem przypadku, gdy a4 = y4 = 0 . Parametr rozwinigcia a4 dla obszaru przed oderwaniem
jest zawsze ujemny 1 istnieja wowczas rozwiazania problemu spetniajace warunki brzegowe. Natomiast
parametr rozwinigcia b, dla obszaru za oderwaniem jest zawsze dodatni, lecz w takim przypadku nie istnieja
rozwiazania problemu spetniajace warunki brzegowe. Oznacza to, ze rozwiazania rownan Prandtla istniejace
przed oderwaniem nie moga by¢ rozciagnigte na obszar za oderwaniem !

Z matematycznego punktu widzenia oznacza to, ze linia oderwania jest nie tylko liniag osobliwa
rozwigzan rownan Prandtla, jak to postulowali w swojej monografii Landau i Lifszyc (1944, 1958). Linia
separacji stanowi lini¢ istotnie osobliwa, ktora oddziela strefe przeplywu regularnego, ktérego zachowanie
opisane jest rtOwnaniami teorii warstwy granicznej Prandtla, od oderwanego obszaru przeptywu wstecznego,
do opisu ktérego rownania teorii warstwy granicznej w formie sformutowanej przez Prandtla przestaja by¢
adekwatne.

Niniejsza publikacja stanowi prezentacje wynikéw uzyskanych w trakcie realizacji zadania Temat TIIl/
Z1.6 wykonywanego w ramach prac statutowych Instytutu Mechaniki Gérotworu PAN w 2011 roku,
finansowanych przez Ministerstwo Nauki i Szkolnictwa Wyzszego.
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The Analysis of Backward Flow Formation past Bluff Bodies

Abstract

The analysis of accelerating and decelerating flows of real fluids in the vicinity of fixed walls has been pre-
sented. Fluid motions in the laminar boundary layer have been considered by means of the Prandtl equations. Ap-
plying numerical solutions of self-similar flow equations it has been demonstrated that that the accelerating flows
is represented by regular fluid motions whereas for decelerating flows there are singularities corresponding with
separation points and separation lines. For the separation zones there are families of various solutions, and rare of
them possess physical meaning. The vanishing of fluid vorticity in the distance from fixed wall has been applied as
the condition of physical correctness of the formal solution. Elaborate considerations based on the semi-perturbation
methods and concerning the flow in the vicinity of the separation point have been presented. The analysis of flow
equations for the stream function ¥ for upstream and downstream zones with respect to the separation point have
demonstrated that exact solutions of the Prandtl equations which desctibe correctly the fluid motion in the laminar
boundary layer upstream the separation point do not possess a prolongation in the separation zone, i.e. downstream
the separation point.

Keywords: boundary layer, Prandtl equations, recirculating flow, flow separation



