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Modelowanie przeplywu w osrodku porowatym
z nieliniowym prawem filtracji

MAaRIUsZ R. SEAWOMIRSKI

Instytut Mechaniki Gorotworu PAN, Ul. Reymonta 27, 30-059 Krakow

Streszczenie

Tematem pracy jest analiza przeplywu z nieliniowym dynamicznym prawem filtracji wiazacym predkosc filtra-
cji U z jednostkowym spadkiem ci$nienia J w osrodku porowatym. Rozpatrzono szczegétowo jedynie taka formute
dynamicznego prawa filtracji, ktora jest niezmiennicza wzglgedem odbicia lustrzanego oraz mozliwa do bezposredniego
rozszerzenia na przeptywy wielowymiarowe. Odrzucajac znane z literatury formuly nie spetniajace powyzszych
warunkow (tj. traktowane jako niepoprawne fizykalnie) oraz stosujac twierdzenie Weierstrassa o aproksymacji
i wykorzystujac wyniki uzyskane z teorii homogenizacji rozwazono przeptywy z dynamicznym prawem filtracji
w postaci dwuparametrowego roéwnania trzeciego rz¢du (13) lub réwnowaznie (14). Przeanalizowano prostoliniowy
przeptyw jednowymiarowy, przeptyw osiowo-symetryczny oraz sferyczno-symetryczny. Uzyskano formuty na roz-
ktad ci$nienia w strefie drenazu oraz nieliniowa zalezno$¢ migdzy produkcja studni (odwiertu) a wielkoscia depresji
w strefie drenazu. Podobnie, uzyskano rozktad cisnienia w przeptywie sferyczno-symetrycznym, a takze formuty na
zalezno$¢ migdzy natgzeniem przeptywu a wystgpujacym w takim przeptywie spadkiem ci$nienia. Sformutowano
réwnanie rozniczkowe transportu opisujace dwuwymiarowy nieliniowy przeptyw w o§rodku porowatym. Ze wzgledu
na istniejace nieliniowosci rownanie to moze by¢ rozwiazane jedynie metodami numerycznymi.

Stowa kluczowe: hydrodynamika matych liczb Reynoldsa, przeptywy w o$rodkach porowatych, nieliniowe dyna-
miczne prawo filtracji

1. Nieliniowe dynamiczne formuly filtracji

Przeptyw w osrodku porowatym opisany jest rownaniem dynamicznym wyrazajacym relacje migdzy
predkoscia filtracji U a spadkiem ci$nienia przypadajacym na jednostke miazszosci osrodka porowatego J.
Opierajac si¢ na badaniach doswiadczalnych dotyczacych przeptywu wody w piaskach o rozmaitej granulacji
Henry Darcy juz ponad 150 lat temu (1856) zaproponowat liniowy, tj. proporcjonalny zwiazek miedzy tymi
parametrami, zwany obecnie formuta Darcy’ego. Obecnie zwiazek ten zapisuje si¢ najczesciej w postaci:

v-%, )
U

gdzie K jest przepuszczalno$cia osrodka porowatego, a u — lepkoscia przeptywajacego ptynu. Alternatywnie,
zaleznos¢ (1) przedstawi¢ mozna w postaci:

aU=J 2
gdzie a jest tzw. opornoscia hydrodynamiczna.
Formute Darcy’ego (1) mozna tez nastgpujaco zapisa¢ w postaci rézniczkowej przy pomocy cisnie-
nia P
K dpP

UZ_ZE A3)
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a nastgpnie uogolnic¢ ja do postaci wektorowej:

U= —@ grad P 4)
u

Znak ujemny w prawej stronie rownan (3) i (4) pochodzi stad, ze kierunek przeptywu ptynu jest
zgodny z kierunkiem spadku a nie wzrostu ci$nienia.

Mimo powszechnego stosowania liniowej formuty Darcy’ego w przeciagu ostatnich 150 lat w bada-
niach do$wiadczalnych wielokrotnie obserwowano wystgpowanie stosunku do niej wigkszych czy mniejszych
odchytek. Jeszcze w XIX wieku liniowa relacja Darcy’ego (2) zakwestionowana zostata przez Smerekera
(1878a, 1878b, 1879), a nastepnie Kroebera (1984), ktorzy przeprowadzili rowniez do§wiadczalne badania
filtracji wody przez piaski o rozmaitej granulacji. Smereker przeanalizowat nawet szczegétowo wyniki pomia-
réw przeprowadzonych przez Darcy’ego i wykazat ich niewielka odchytke od liniowego rownania (2).

Pomimo tego formuta Darcy’ego jest powszechnie stosowana w hydrodynamice podziemnej, hydro-
geologii i inzynierii ztozowej. Liniowo$¢ stanowi bowiem jej wielka zalete, gdyz podstawiajac rownanie
(4) do rownania ciagtosci przeptywu w osrodku porowatym

divU+¢=0 5)

otrzymuje si¢ bezposrednio nastgpujace rownanie transportu ptynu w osrodku porowatym zawierajace roz-
ktad cisnienia P(x) jako podstawowa zmienna zalezna:

div {%x) gradP(x)} =q(x) (6)

Wystepujaca w rownaniach (5) 1 (6) intensywno$¢ zrodet g reprezentuje wielkos$¢ produkcji studni lub
odwiertow przypadajaca na jednostke objetosci. Wyraza si¢ ona w odwrotnosciach sekundy i jest zazwyczaj
traktowana jako parametr zadany a priori.

Istnienie odchylen od liniowej formuty Darcy’ego stato si¢ bardziej znane dopiero w wyniku publikacji
Forchheimera (1901, 1914, 1930). Wielu autorow zaproponowato alternatywne w stosunku do Darcy’ego
formuty dla zalezno$ci migdzy predkoscia filtracji U a jednostkowym spadkiem ci$nienia J nadajac im na
0g061 posta¢ potegowa lub wielomianowa, np.:

aU+ b U =J (Smereker, 1878, 1879) (7)
aU+bU* =J (Forchheimer, 1901) (8)
aU+bU* =J, kell.6;1.8] (Forchheimer, 1930) 9)
bU* =J (Burke i Plummer, 1928)  (10)

aU*=J, k=18 (White, 1935) (11)

gdzie a, b, x sa parametrami rownania dynamicznego, ktore powinny by¢ wyznaczone na drodze do§wiadczal-
nej. Formutly te wynikaly z rozwazan dotyczacych mikrostruktury przeptywow w kanatach porowych lub tez
z badan do$wiadczalnych przeprowadzanych w skali fenomenologicznej. Scheideger (1960) oraz pdzniejsi
autorzy starali si¢ wyrazi¢ parametry fenomenologiczne a, b przy pomocy parametrow mikrostrukturalnych
osrodka porowatego, takich jak porowatos¢, kretos¢ kanatlow porowych, powierzchnia wtasciwa osrodka,
etc. Blizsze omowienie nieliniowych dynamicznych formut przeptywu przedstawione jest w monografii
Beara (1972) oraz artykule przegladowym Hanoury i Barendsa (1981).

Nalezy zwroci¢ jednak uwage, ze prezentowane tu formuty (7), (8), (9) (10), (11) nie sa w petni
poprawne pod wzgledem fizykalnym, gdyz nie sa one niezmiennicze wzgledem odbicia lustrzanego.
Podstawiajac na przyktad w formule Forchheimera (8) U= 10> m/s, a = 10? Pa s/m? , b = 2 10° Pa s*/m’
otrzymamy J = 1.2 102 Pa/m. Zmiana kierunku przeplywu na przeciwna, tj. podstawienie U =—10"> m/s
powinno prowadzi¢ do zmiany wartosci jednostkowego spadku ci$nienia rowniez na przeciwna, tj. na
J=-1.2 102 Pa/m. Tymczasem wzor (8) daje w tym przypadku J = —0.8 102 Pa/m. W réwnaniach (7),
(9), (11) nie bardzo wiadomo jak mamy interpretowac podniesienie ujemne;j predkosci filtracji U do potegi



Modelowanie przeplywu w osrodku porowatym z nieliniowym prawem filtracji 195

niecatkowitej. Ponadto zadne z powyzszych rownan (7), (8), (9), (10), (11) nie moze by¢ bezposrednio roz-
szerzone na przeptywy wielowymiarowe, gdyz sumowanie wielko$ci wektorowej jaka jest predkosc filtracji
U i wielkosci skalarnej w postaci jej kwadratu U? jest pozbawione sensu.

Nalezy jednak pamigtac, ze wystgpujaca w lewych stronach rownan ciagta funkcja predkosci filtracji U
moze by¢, zgodnie z twierdzeniem Weierstrassa zawsze aproksymowana wielomianowo. Mamy wigc:

>au"=J (12)

n=1

Sposroéd mozliwych wielomianow sktadajacych sig z niewielkiej liczby cztonéw nietrudno zawazy¢,
ze relacja w postaci

aU+cU’ =J (13)
lub alternatywnie
v+ pu=-KdP (14)
o odx

jest niezmiennicza wzgledem odbicia lustrzanego. Moze zatem stanowi¢ prawidtowy sposédb opisu nielinio-
wego przeptywu trzeciego stopnia w oSrodku porowatym. Nietrudno zauwazy¢, ze parametr f wystepujacy
w réwnaniu (14) wyraza odchytke dynamicznego rownania filtracji od formuty Darcy’ego.

Formuty trzeciego rzedu (13), (14) reprezentuja rowniez poprawne sformulowanie relacji migdzy
wielko$ciami U i J z punktu widzenia teorii homogenizacji. Teoria ta sformutowana w latach siedemdzie-
siatych (Ariault et al. 1977, 1980; Ene, 1975) opisuje wtasnos$ci osrodkow, ktorych mikrostrukture stanowia
powtarzajace si¢ komorki o identycznych wiasnosciach. Taktujac przestrzen porowa jako sktadajaca sig z ka-
nalow o periodycznie zmiennych przekrojach Miei i Ariault (1993) wykazali, Zze relacja miedzy predkoscia
filtracji U a jednostkowym spadkiem ci$nienia J wyrazac si¢ powinna wzorem (13).

Nietrudno ponadto zauwazy¢, ze formula trzeciego rzedu moze by¢ tatwo uogoélniona na przeptywy
wielowymiarowe. Podstawiajac w miejsce predkosci filtracji U odpowiadajacy jej wektor U otrzymamy:

U+ BU* = —@gradp (15)
y7,

lub alternatywnie, biorac pod uwage, ze kwadrat wektora jest skalarem rownym kwadratowi dlugosci tego
wektora:

U+ pBIUF U= —@gradp (16)
y7i

Relacja trzeciego rzedu (13) Iub (14) jest tez zgodna z pomiarami do§wiadczalnymi przeprowadzonymi
na hydrodynamicznych modelach przestrzeni porowej i przedstawionymi przez Cieslickiego i Lasowska
(1995). Z powyzszych wzgledow relacja ta stanowi¢ bedzie podstawe do dalszych rozwazan na temat nieli-
niowych przeptywow w osrodku porowatym. Niestety, z powodu istniejacej nieliniowosci trzeciego stopnia
analiza ruchu plynu opisanego réwnaniem dynamicznym (15) jest znacznie bardziej skomplikowana od
badania przeptywu podlegajacego formule Darcy’ego (4).

2. Jednowymiarowy przeplyw prostoliniowy

Jednowymiarowy przeptyw prostoliniowy cieczy niesci§liwej stanowi najprostszy przypadek ruchu
ptynu w osrodku porowatym. W przypadku przeptywu tego typu podlegajacego formule Darcy’ego predkosé
ruchu ptynu w o$rodku porowatym jest liniowa tj. proporcjonalna do spadku cisnienia. Nie jest tak jednak
w przypadku przeptywu podlegajacego nieliniowej formule filtracji. Zalezno$¢ (14) zapisana w postaci

viatu-2 X g
3p 2Bu (17)
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stanowi rownanie kubiczne wzglgdem niewiadomej predkosci U. Rownanie to ma dodatni wyroznik

o5
2pu 3p

posiada zatem jeden pierwiastek rzeczywisty i dwa zespolone. Pierwiastek rzeczywisty wyznacza si¢ ze

wzoru Cardana:
2 3 2 3
N 2 R R R
2pu 2pu 3p 2pu 2pu 3p
Natomiast pierwiastki zespolone rownania (19) majq sens jedynie czysto matematyczny i nie posiadaja
fizykalnego znaczenia.

Zauwazmy, ze zgodnie ze wzorem (18) wyrdznik réwnania jest dodatni niezaleznie od tego, czy jed-
nostkowy spadek ci$nienia J jest dodatni czy tez ujemny — rownanie (17) ma wigc zawsze jeden ‘fizykalny’
pierwiastek rzeczywisty oraz dwa zespolone. Ponadto nietrudno zauwazy¢, ze jesli jednostkowy spadek
cis$nienia J jest dodatni, wowczas zgodnie ze wzorem (19) predkos¢ filtracji U jest dodatnia; jesli natomiast
jednostkowy spadek cisnienia J jest ujemny, wowczas zgodnie z tym samym wzorem (19) predkosc filtra-
cji U bedzie ujemna. Przy tym zmiana znaku wielkos$ci J na przeciwny bez zmiany magnitudy spowoduje
jedynie zmiang znaku predkosci U na przeciwny bez zmiany jej wartosci liczbowe;.

Wyrazajac wielkos¢ J przy pomocy stosunku roéznicy cisnien P, — P i odleglosci Ax oraz dokonujac
prostych przeksztatcen wzoru (19) otrzymamy:

(sl (55
U=3 + +| —
2pu  Ax 2Bu Ax 3p

(20)
K R-R | K Z[PO—RT LY
3 — +| —
2pu  Ax 2Bu Ax 3B
lub rownowaznie:
2 3
U= K LBy 13[2[3”) Av L[ L
28u Ax 27188\ K )\ P-PR) |38
(21)

+31_\/1+ 1 (2/3#)2( Ax JJ{L)
275k J\B-R)"\3p

3. Przeplyw osiowo-symetryczny

Przeptyw osiowo-symetryczny wykazuje symetrig cylindryczna. Klasycznym przyktadem przeplywu
osiowo-symetrycznego w osrodku porowatym jest dopltyw do pionowej studni lub odwiertu pochodzacy
znieograniczonej warstwy poziome;j o statej miazszosci 4. W takim przypadku rozwazania najlepiej prowadzi¢
w cylindrycznym uktadzie wspotrzednych 7, 0, z. Ze wzgledu na symetri¢ radialng parametry przeplywu
nie s3 wowczas funkcjami zmiennej katowej 6 ani zmiennej osiowej z. W przypadku przeptywow podlega-
jacych formule Darcy’ego rozktad ci$nienia w ptynie doplywajacym z kolistej strefy drenazu o promieniu
R, do studni o promieniu R,, dany jest wzorem:

P =P, + b h{LJ (22)
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gdzie P, jest ci$nieniem na zewngtrznym brzegu strefy drenazu, P,, ciSnieniem na $ciance studni, a » odle-
gloscia od pionowej osi odwiertu. Natomiast zwiazek miedzy wielko$cig depresji studni, tj. r6znica cisnien
P,— P,, a wydatkiem przeplywu Q wyraza si¢ wzorem:

27zKh P, —P,

Ty
In| —&
RW

(23)

lub bardziej precyzyjnie

24

gdzie s jest wspotczynnikiem naskorkowosci.

Formuty (22) — (24) dobrze znane z inzynierii ztozowej ulec musza modyfikacji dla nieliniowych
przeplywow w o$rodku porowatym.
W otoczeniu osiowo-symetrycznej studni lub odwiertu przeptyw ma charakter osiowo-symetryczny
i bezzrodlowy, dlatego tez w przypadku warstwy porowatej o statej miazszosci 4 rownanie ciaglosci prze-
ptywu (5) uprosci si¢ wowczas do postaci:
! {i (rU)} =0 (25)
dr

r

Do réwnania tego dotaczy¢ mozna warunek renormalizacyjny, zgodnie z ktorym natgzenie doplywu
do odwiertu O rowne jest strumieniowi predkosci ptynu U przez powierzchnig boczna $cianki o wysokosci 4.
Pamigtajac, ze $cianka boczna odwiertu tworzy powierzchni¢ walcowa o promieniu R,,, mamy:

0=27R,hU(R,) (26)
Warunek ten jest to rtownowazny nastepujacemu warunkowi brzegowemu dla rownania (25):

YO =22k

przy czym natezenie przeptywu Q traktowane jest jako wielko$¢ znana.

Rozwiazanie rownania (25) ma posta¢ ogdlna:

U =-< 28)

r

Znak ujemny w prawej stronie wyrazenia (28) zwiazany jest z tym, ze doptyw nastg¢puje do odwiertu,
tj. kierunek ruchu ptynu jest przeciwny niz kierunek wzrastania zmiennej radialnej ». Warunek brzegowy
(27) pozwala na wyznaczenie stalej catkowania C w postaci:

_ 9
-2 (29)

Daje to nastgpujaca formute na rozklad predkosci w otoczeniu odwiertu:

vy =2 (30)

Roéwnanie dynamiczne dla nieliniowego radialnego przeptywu w otoczeniu odwiertu bgdzie jak
nastgpuje:
K dp

U+ pU> =——="— (31)
u dr
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Po podstawieniu formuty (30) na rozktad predkosci bedziemy mie¢:

3
__O 4 L2 | __KadP
27hr ﬁ(2ﬁhr] uodr (32)

Rozwiazanie powyzszego rownania rézniczkowego daje nastgpujacy wzor ogdlny na rozktad cisnienia
w strefie drenazu:

Y _BO 1
P(r) = K[Q,ﬂ'h Inr YETE r2J+B (33)

Stata catkowania B wyznaczona z warunku wielkosci ci$nienia P, na $ciance cylindrycznej studni
0 promieniu R,

P(r)

=P (34)

jest:
3
pop B[ Qg PO L 35)
K\ 27h 87°h’ R,

Otrzymujemy stad nast¢pujacy ostateczny wzor na rozktad cisnienia w strefie drenazu odwiertu
w warunkach nieliniowego przeptywu trzeciego rze¢du:

3
p(@:pﬁg[%m(ﬂgggh 3 (RLLH 66)
Cisnienie na zewngtrznym brzegu strefy drenazu studni o promieniu R, bedzie:
3
Zalezno$¢ powyzsza zapisa¢ mozna jako rownanie kubiczne wzgledem wydatku studni QO:
oA I

Wyroznik powyzszego rownania szeSciennego jest jak nastgpuje:

3.3 p2p2 : 22 RER? ’
p=|STE KR K p)| [ $2H KR (R, 69
ﬂ Re _Rw H 3ﬂ Re _RW RW
lub:
sa s N2 2 22
ST N
e 1Y H e Tw v

Poniewaz wyr6znik rownania sze$ciennego jest dodatni, zatem posiada ono dwa rozwiazania zespolone
i jedno rzeczywiste. Rozwiazania zespolone nie posiadaja znaczenia fizykalnego, natomiast rozwigzanie
rzeczywiste dane wzorem Cardana ma postac:
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3,3 2p2 373 2p2 2 2p2
0|37 RIR. K(Pe_Pw)_'_Sﬁh R2R? \/(gj (e —pys 8L _RR, 1n[Rej

B RI-R. u B R:-R 9 pR-R, R,
(41)
313 p2p2 373 p2p2 2 2 p2
s 87 h IZQERW2 5(138_&)_87rh IZ?Gsz K (Pe_Pw)er§l Ijesz In R,
ﬂ Re _RW ILI ﬁ RB _RH/ u 9 ﬂ RB _RW RW
lub po uporzadkowaniu:
2p2 2 2p2
Q=2ﬂ'h 3 £(Pe—Pw)% 311+ 1+§l[£j 1 = Ifesz In Re
luﬂ Re _Rw 9 ﬂ K (})e _Pw) Re _Rw Rw
(42)

2 2 p2
+3]1— 1+§l[ﬁj 1 . Iie sz In R,
9 ﬂ K (Ije_Pw) Re _Rw Rw

Wzér (42) dla przeptywu nieliniowego stanowi odpowiednik prostego wzoru (23) na relacje miedzy
wydatkiem produkcji odwiertu a wielko$cia wystgpujacej depresji cisnienia dla przeptywu Darcy’ego. Jak
widac z pordwnania wzorow (23) 1 (42) w przeciwienstwie do proporcjonalnej zaleznosci miedzy wydatkiem
a depresja dla przeptywu Darcy’ego w przypadku przeptywu nieliniowego relacja ta ma skomplikowana
postac potggowo-pierwiastkowa.

W przypadku, gdy wyrazenia pod pierwiastkiem kwadratowym we wzorze (42) nie r6znig si¢ zbytnio
od jednos$ci, wowczas otrzymujemy nastepujacy przyblizony wzor:

0 =2rh 3\/2—[((11 ~-P) RR, (43)
up

R -R:
Zgodnie z przyblizonym wzorem dla przeptywu nieliniowego opisanego formuta dynamiczna (14)
wielko§¢ wydatku odwiertu jest proporcjonalna do pierwiastka szesciennego szesciennego z wielkosci
depresji ci$nienia.

4. Przeplyw radialno-symetryczny

Przeplyw radialno-symetryczny wykazuje symetrig sferyczna. Jest on rzadziej spotykany niz prze-
pltyw osiowo-symetryczny, lecz jego analiza posiada rowniez znaczenie praktyczne. Radialno-symetryczny
ksztalt (a $cislej mowiac stozkowy) posiadaja niektore rodzaje filtrow stosowanych w przemysle chemicz-
nym i farmaceutycznym. Ponadto ruch ptynu zlozowego o symetrii w przyblizeniu sferycznej wystepuje
w warstwach porowatych o duzej miazszos$ci i przepuszczalnosci udostgpnionych do eksploatacji poprzez
pojedyncza radialng perforacje rur oktadzinowych odwiertow na okreslonej glebokosci.

Ponizej rozparzony zostanie przeptyw o symetrii sferycznej w obszarze drenazu odpowiadajacym in-
terwatowi zmiennej radialnej » € [R,,; R, ]. Przeptyw taki odnosic¢ si¢ moze zaréwno do wydrazonej w srodku
sfery, potsfery jak i do sferycznego stozka.

W przypadku symetrii sferycznej roéwnanie ciagtosci bezzrodlowego przeptywu plynu przyjmuje
postac:

i{di (rZU)} =0 (44)
r

2
7

Rozwiazanie powyzszego rownania rozniczkowego jest jak nastgpuje:

U(r) = —r% (45)

gdzie E jest stata catkowania.



200 Mariusz R. Stawomirski

Nieliniowe dynamiczne réwnanie przeptywu plynu przyjmuje tutaj postac:

K dP
U+ put=-KdP (46)
udr

Po podstawieniu formuty (45) na rozktad predkosci bedziemy miec:

E' E KdP
Pt

== 47
roor udr “7)

Roéwnanie powyzsze uzupei¢ mozna warunkami brzegowymi okreslajacymi wielko$¢ ci$nienia na
zewngtrznym (» = R,) 1 wewngtrznym (» = R,,) brzegu obszaru przeptywu:

P(r)|r:RE =P (48)

PO, =P, (49)

Rozwiazanie og6lne rownania (45) przyjmuje postac:

pPLl gl Kpy (50)
5
S5r r 7

gdzie F'jest nowg stata calkowania. W celu wyznaczenia statych catkowania E i F wykorzystajmy warunki
brzegowe (48) 1 (49), ktére w odniesieniu do rozwiagzania (50) daja:

—E3£L5—EL+F=£I’€ (51)
5 R R, u

—E3£L5—EL+F=£PW (52)
5 R;, R, u

Odejmujac powyzsze rOwnania stronami otrzymamy réwnanie szescienne dla niewiadomej statej £
E3£ LS_LS +E 11 ZE(PE_pW) (53)
S\R, R; R, R, 7

ktore mozna tatwo sprowadzi¢ do postaci ‘standardowe;’:

4 p4 _ 5p5
E3+3§%WE—2%5%R§RKS (P.-P)=0 (54)
e tw u A
Wyroznik rownania szesciennego (54) przyjmuje postac:
515 2 44 3
pSELEE ;51 ARG R) 55
2 upBR-R, 3 R -R,
lub rownowaznie:
2 2
R)R; R’R:(R, —R.)’
D= i Se w5 15 (IDE_PW)2+il e wge Sw) (56)
BR —-R)) |4\ u 27 B R’ -R;

Wyroznik ten jest dodatni, zatem rownanie (54) posiada dwa pierwiastki zespolone nie posiadajace
fizykalnego znaczenia oraz jeden nastgpujacy pierwiastek rzeczywisty dany wzorem Cardana:



Modelowanie przeplywu w osrodku porowatym z nieliniowym prawem filtracji 201

5K1 RR SRRS 1KY , 5 1RR®R -R)
E=3=2—_—<v (P_P)+ | (P-P) +——eme —wl
u

2uBR-R PR -R\4 278 R -R,
(57)
5 pS 5p5 2 2p2(p _ p \3
_3 éfl IfeRWS (pe_pw)_i IfeRws l 5 (})e_Pw)z_i_ilRengRe SRW)
2 u BR-R, BR,—R, 4\ u 27 B R} —-R;,
lub w rownowaznym zapisie:
515 2p2(p _p VP
E_}ggl( )15€R531+1 201() 1 ZRengRe 5RW)
R} —R;, 27 B\K) (P,-P) R} —R;,
(58)

2 212 3
i 1+Ql(ﬁj 1 : ReRWERe 5RW)
27 B\K) (P.-R)* R -R,

Znajac stala catkowania £ druga stata catkowania F* wyznaczymy bezposrednio z rownania (52),
ktore daje:

F=£Pw+E3£i5+EL (59)
u 5 R;, R,

Podstawiajac reprezentacje (59) do ogdlnej formuty (50) na rozktad ci$nienia w rozpatrywanym
obszarze przeptywu otrzymamy:

P(r)=PW+E£[RL—%]E+£ﬁ(%_L5JE3 (60)

Predkosc¢ filtracji na zewngtrznym brzegu obszaru przeptywu bedzie:

E
U, =U@)|_, =——3

2 (61)

W przypadku przeplywu w obszarze kulistym jego nat¢zenie O réwne jest strumieniowi brzegowej
predkoscei filtracji U, przez zewngtrzna powierzchnig sferyczng o promieniu R,, ktorej wielkos¢, zgodnie
z dobrze znanym wzorem geometrycznym, rowna jest czterokrotnej wielko$ci powierzchni kota o promieniu
R, 1.

Q=47R2U, (62)

Podstawiajac wyrazenia (61) i (58) do formuty (62) otrzymamy:

5pS 2p2 3
O=dn iﬁl( )ISQRWS Jis s 201( ) 1 2R8RWER8—5RW)
R’ -R’, 27 B\K) (P,-P) R -R

2 22 3
+3[1— 1+§l[ﬁj 1 5 ReRWS(Re SRW)
27 B\K) (P, -P) R; - R,

Jak widaé ze wzoru (63) zalezno$¢ migdzy natezeniem przeptywu Q a réznica cisnien na zewngtrznym
1 wewngtrznym brzegu sferycznego obszaru ruchu ptynu P, — P,, ma posta¢ skomplikowanego wyrazenia
potegowo-pierwiastkowego. W przypadku, gdy wyrazenia pod pierwiastkami kwadratowymi w prawej

(63)
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stronie rownania (63) r6znia si¢ nieznacznie od jednosci, wowczas rozwiazanie to sprowadza si¢ do postaci
przyblizonej

R°R’
R5e—}$5

Q;4ﬂ3\/5£l(Pe—Pw) (64)
up

Zgodnie ze przyblizonym wzorem (64) natezenie przeplywu radialno-symetrycznego Q jest propor-
cjonalne do pierwiastka sze$ciennego z roznicy cisnien P, — P,, na zewngtrznym i wewngtrznym brzegu
sferycznego obszaru ruchu ptynu.

5. Dwuwymiarowy przeplyw plaski

W przypadku dwuwymiarowego przeptywu plaskiego wektorowe dynamiczne rownanie filtracji (16)
sprowadza si¢ do uktadu dwodch rownan:

K dpP

U+ BUI+UDU, ===~ (65)
uodx
K dP
U +pU+U)U, === 66
y+ U U, ==~ (66)

z ktorych pierwsze odnosi si¢ do kierunku x a drugie do kierunku y. Rdwnania te sa wzajemnie sprz¢zone
ze wzgledu na obecnos¢ sktadowych predkosci U, i U, w kazdym z rownan.

D21elqc pierwsze z powyzszych rownan przez U, a drugie przez U, i odejmujac uzyskane w ten sposob
roOwnania stronami otrzymamy:

U U (67)

gdzie gorny indeks ' oznacza rdzniczkowanie czastkowe wzgledem zmiennej podanej w dolnym indeksie.
Podstawiajac wyrazenie (67) do réwnania (65) i dokonujac prostych przeksztalcen otrzymamy nastgpujace
rownanie na sktadowa predkosci U,
Py Py
Ul 43— ,(;) U, +2 K ,gx) =0 (68)
3B.(P))Y +(@)) 2Bu Ry +(B))

Wyrdéznik powyzszego rownania szesciennego

N (LJ{L} 1 (&) (69)
28u) \38) @Y +@Y [y + @)y

jest dodatni; posiada ono zatem dwa pierwiastki zespolone nie posiadajace znaczenia fizykalnego oraz jeden
pierwiastek rzeczywisty dany wzorem:

U =3

KBy (Kj:l ! @y
O 2B @@y \\2uB) 278 B + @ (B + (@)Y

(70)

|k @) *(KJ2+1 1 G0
2uB (B + @)y \\2uB) 278 (B + @) (P +@))
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Wzor ten zapisa¢ mozna w sposob:
K dP
Ux=—G(—,/3,(a')2+(Py')zj— (71)
U dx

gdzie G(...) jest funkcja zdefiniowana w sposob:

K 2 2 K 1
G| —, B.(P/ P =2 2 2
(,Ll ﬂ( ) +( )j \/2/Jﬁ (})xy) +(Py,)

(71)

2 2
3 1+i“2 21 . 1+i”2 21 _—
27K°B (P)) +(B)) 27 K°B (P))" +(©P))

zauwazmy, ze funkcja G(...) jest symetryczna wzgledem wielkosci wektorowych i ich sktadowych i zalezy
jedynie od parametrow ‘zewngtrznych’ oraz od kwadratu gradientu ci$nienia.
W sposdb analogiczny do przedstawionego powyzej uzyskamy:

U, =- G(E,ﬁ, 0% +(Py')2j ar (71)
M dy

Zatem, w przypadku dwuwymiarowego przeptywu ptaskiego nieliniowe dynamiczne rownanie filtracji
W warstwie porowatej przyjmuje postac:

0=-6{ £ ey @7 | amar (72)
U
Podstawiajac powyzsze wyrazenie do rownania ciagtosci przeptywu (5) otrzymamy:
. K N2 N2 _
div|G| =, B,(P/) + (P)) | gradP | =¢ (73)
U

Powyzsze rownanie rozniczkowe transportu opisujace dwuwymiarowy nieliniowy przeptyw w osrodku
porowatym zawiera jako niewiadoma jedynie przestrzenny rozktad ci$nienia w warstwie porowatej P(x,).
Roéwnanie to, adekwatne dla ptyndéw niescisliwych, pomimo istniejacych nieliniowosci jest typu eliptycznego.
Natomiast dla ptynéw Scisliwych oraz w przypadku zaleznosci porowatosci osrodka od ci$nienia rownanie
transportu bedzie typu parabolicznego.

Ze wzgledu na istniejace nieliniowos$ci rownana te moga by¢ rozwigzane jedynie metodami nume-
rycznymi.

Podziekowanie

Praca niniejsza zrealizowana zostala w ramach prac statutowych Instytutu Mechaniki Gorotworu PAN,
nr K I1I/ZV/P1/2008, Zadanie V Modelowanie przeplywow w osrodkach porowatych z uwzglednieniem
efektow nieliniowych oraz oddziatywan miedzyfazowych, zakres badan: Modelowanie przeplywu w
osrodku porowatym z nieliniowym prawem filtracji.
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The Modelling of Non-Linear Flows through Porous Materials

Abstract

The paper concerns the analysis of the incompressible fluid motion through porous media described by a non-
linear dynamic relationship between the superficial flow velocity U and pressure drop per unit of distance J. It has
been assumed that the dynamic relationship describing fluid motion must be valid for one- and multidimensional
fluid motions, and moreover, it must be invariant with respect to the reflection of the co-ordinate system. U vs. J
relationships encountered in the literature and violating the requirements mentioned above have been rejected. On
the other hand, applying the Weierstrass approximation theorem with respect to U vs. J relationsip, and taking into
account the results obtined from the homogenisation theory the author has assumed the third order relationsip betwe-
en U and J represented by Egs. (13) and (14). One-dimensional staighforward, cylindrical and spherical flows have
been analysed. For the well neighbouring zone the pressure distribution and the relationship between well production
and and pressure difference have been determined. In a similar way, the pressure distribution and the relationship
between pressure drop and flow rate have been determined for spherical flow. Moreover, the transport equation for
non-linear two-dimensional flow in a porous layer has been obtained. Owing to non-linearities the transport eqution
may only be solved by means of the numerical methods.

Keywords: low Reynolds numbers hydrodynamics, flows through porous materials, non-Darcy flows
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