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Analiza przeptywow laminarnych w osrodkach szczelinowych
z uwzglednieniem efektow na styku szczelin

MAaRriusz R. SEAWOMIRSKI

Instytut Mechaniki Gorotworu PAN, ul. Reymonta 27; 30-059 Krakéw

Streszczenie

Rozwazono przeplywy ptynow przez szczeliny, ciagi szczelin oraz uklady przecinajacych sig szczelin. Przyjeto,
ze kazda szczelina moze sktadac sig z ciagu ‘podszczelin’ 0 odmiennych dugosciach, miazszosciach i glgbokosciach.
W zwiazku ze smuktoscia szczelin wystgpujacych w gorotworze, zwlaszcza na wigkszych glgbokosciach (migzszos$c
szczelin jest tu niemal zawsze kilka rzgdow wielko$ci mniejsza od ich dtugosci), zatozono, ze ruch ptynu w systemie
szczelin ma charakter laminarnego przeptywu petzajacego (ang. creeping flow), w ktorym efekty bezwtadnoscio-
we oraz zwigzane z powstawaniem wir0w sa pomijalnie mate w porownaniu z efektami zwiazanymi z lepkos$cia
ptynu. W przypadku, gdy $cianki ‘podszczeliny’ nie sa catkiem rownolegle, jej miazszo$¢ zastapiono miazszoscia
zastgpcza wyznaczang na podstawie parametrow geometrycznych podszczeliny. Okolice punktow styku szczelin
aproksymowano kombinacja walcow hiperbolicznych oraz nachylonych ptaszczyzn. Rozwazono przeptywy w
uktadach szczelin o rozmaitej topologii: ciagi szczelin ztozone z podszczelin, systemy ortogonalnych przecinajacych
si¢ szczelin, systemy tzw. pseudo-ortogonalnych przecinajacych si¢ szczelin, systemy tzw. quasi-nieregularnych
szczelin. Pseudo-ortogonalny uktad szczelin otrzymuje si¢ z uktadu ortogonalnego poprzez transformacj¢ home-
omorficzna jego topologii. Quasi-nieregularny uktad szczelin otrzymuje si¢ w sposob nichomeomorficzny z uktadu
pseudo-ortogonalnego poprzez wprowadzanie dodatkowych szczelin diagonalnych i antydiagonalnych taczacych
bezposrednio nie sasiadujace ze soba wezly siatki pseudo-ortogonalnej. Wprowadzenie tzw. parametréw istnienia
oraz zmiana w indeksacji we¢ztow pozwala wowczas na opisanie bardzo szerokiej klasy wystgpujacych w gorotworze
uktadow szczelinowych o rozmaitych topologiach. W pracy przedstawiono sposob wyznaczania cisnienia w kazdym
wezle siatki, a takze predkosci $redniej oraz natgzenia przeptywu dla kazdej z podszczelin wehodzacych w sktad
uktadu przy zadanych warunkach brzegowych. Zwrocono uwagg na problem tzw. kanatow preferencyjnych. W za-
stosowanym sposobie podejscia do problemu anizotropia o$rodka oraz istnienie kanatéw preferencyjnych pojawiaja
si¢ W sposOb naturalny i wynikaja one z niejednorodno$ci geometrycznych parametrow szczelin. Wykazano, ze
hydrodynamiczna anizotropia osrodka nie musi wynika¢ z okres§lonej przestrzennej orientacji wigkszosci szczelin,
lecz moze by¢ konsekwencja jedynie niejednorodnosci ich parametréw geometrycznych.

Stowa kluczowe: hydrodynamika podziemna, uktady szczelinowe, przeptyw petzajacy, modelowanie matematyczne

1. Osrodki szczelinowe

Przeptywy w o$rodkach szczelinowych spotykane sa powszechnie zarowno w srodowisku naturalnym
jak rozmaitych urzadzeniach technicznych. Wiele rodzajow osrodkéw zbudowanych z ciat statych posiada
znikoma porowatos¢, sa one jednak wyraznie uszczelinione, co powoduje, ze sa przepuszczalne dla cieczy
i gazow. Przykladem sg tutaj skaty typu weglanowego — wapienie i dolomity, o niewielkiej na ogét poro-
watos$ci, w ktorych bloki litej skaty, zwanej niekiedy hydrodynamicznego punktu widzenia matrycq (ang.
matrix) pooddzielane sa od siebie skomplikowanym systemem szczelin.

Wielkie kompleksy osrodkow szczelinowych utworzone zostaly w sposob naturalny w postaci warstw
skalnych zalegajacych na rozmaitych glteboko$ciach. Ptyny zmagazynowane w tych warstwach, jak woda
pitna, ropa naftowa, czy gaz ziemny stanowig cenne surowce, wykorzystywane przez cztowieka w ogromne;
skali. Dlatego tez analiza przeptywow plynéow w osrodkach szczelinowych jest szczeg6lnie interesujaca
z punktu widzenia gornictwa, przemystu naftowego oraz zaopatrzenia miast w wodg.

W niniejszej pracy osrodek szczelinowy traktowany bedzie jako skladajacy si¢ z bokow matrycy
oddzielonych systemem potaczonych szczelin tworzacych przestrzen szczelinowa. Natomiast porowato$c¢
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blokéw matrycy uznawana bedzie za pomijalnie mata. Tym samym zaréwno magazynowanie jak i transport
pltynoéw odbywac si¢ bedzie jedynie systemem potaczonych szczelin.

Przyjmowac¢ bedziemy, ze kazda ze szczelin posiada swoje okreslone parametry geometryczne, jak
dhugos¢ I, miazszos$¢ 2h oraz glebokos¢ g. Przyjmowac begdziemy, ze przeptyw ptynu odbywa si¢ zgodnie
z kierunkiem dlugosci szczeliny. Rozwazania ograniczymy do szczelin smuktych, tj. takich, ktoérych dtugosé
jestkilka rzedow wielko$ci wigksza od miazszosci (24/1<<0.01), gdyz jedynie tego typu szczeliny wystgpuja
w naturalnych kompleksach skalnych, zwtaszcza potozonych na duzych glebokosciach.

Szczeliny potaczone by¢ moga w ciagi i systemy szczelin. W ciagu szczelin ich osie tworza lini¢
ciagla, prosta lub tamana, natomiast w systemach orientacja poszczego6lnych szczelin moze by¢ rozmaita.
Czasami w szczelinowe]j warstwie skalnej orientacja wigkszo$ci szczelin jest okreslona. Taki osrodek skalny
wykazuje wowczas wyrazne wlasnosci anizotropowe. Jak si¢ jednak pozniej przekonamy anizotropia osrodka
nie musi obligatoryjnie wynika¢ z okreslonego kierunku przebiegu szczelin.

Z punktu widzenia opisu fenomenologicznego osrodki szczelinowe wykazuja daleko idace podobien-
stwa do osrodkow porowatych. Losowy na ogot rozktad szczelin w osrodku szczelinowym podobny jest
do losowego rozktadu porow w osrodku porowatym. Rozktad geometrycznych parametrow szczelin ma
podobnie losowy charakter jak rozktad geometrycznych parametrow poroéw. Dlatego tez do opisu wlasnosci
o$rodkow szczelinowych uzywa si¢ niekiedy parametrow fenomenologicznych zdefiniowanych podobnie
jak parametry stuzace do opisu osrodkow porowatych. Na przyklad porowatos¢ szczelinowa ¢ definiuje sig
jako stosunek objgtosci szczelin V; do catkowitej objgtosci osrodka szezelinowego V-

df Vf |
(0—7 (D

Z drugiej strony, migdzy o$rodkami porowatymi i szczelinowatymi istnieja istotne réznice. Dhugosé
szczeliny jest na og6t kilka rzedow wielkosci wigksza od jej miazszosci, co nie posiada odpowiednika
w przypadku poréw. W przeciwienstwie do poroOw orientacja przestrzenna poszczegélnych szczelin jest na
0go6t dobrze okreslona. Ponadto w przeptywach przez osrodki szczelinowe zjawiska na granicach faz ptyn
— matryca odgrywaja niepordwnanie mniejsza rolg niz w przeptywach przez osrodki porowate.

Nalezy ponadto zaznaczy¢, ze literatura dotyczaca osrodkow szczelinowych jest nieporéwnanie skrom-
niejsza od literatury dotyczacej osrodkow porowatych, bedacych przedmiotem badan juz od 150 lat.

2. Przeptyw w szczelinie o Sciankach ré6wnolegtych

Ze wzgledu na niewielkie miazszosci szczelin znajdujacych si¢ w skatach gérotworu wystepujace
w nich ruchy ptynow sa na ogét bardzo powolne i tym samym traktowac je mozna jako przeptywy petzajace
(ang. creeping flows). Sa to laminarne, stacjonarne lub quasi-stacjonarne ruchy ptynéw, w ktorych efekty
zwiazane z lepkoscia przewazaja zdecydowanie nad efektami bezwtadnosciowymi. Te ostatnie mozna wigc
pomina¢ jako zaniedbywanie mate.

Stacjonarny przeptyw w pojedynczej szczelinie o osi zgodnej z osia x prostokatnego uktadu wspot-
rz¢dnych i $ciankach réwnolegltych, prostopadtych do osi z opisany jest rozwigzaniem réwnania Naviera-
Stokesa, ktore w tym przypadku przyjmuje nastepujaca postac (cf. Lamb, 1932; Berker, 1936, 1963; Kotchin
et al., 1955):

1 dP
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gdzie u jest predkoscia ptynu, x4 — lepkoscia ptynu, P — ci$nieniem ptynu, P, — ci$nieniem ptynu na poczatku
szczeliny, P, — cisnieniem ptynu na koncu szczeliny, / — dtugoscia szczeliny, 24 — miazszoscia szczeliny.
Znak ujemny w réwnaniu (2) pochodzi stad, ze przeptyw odbywa si¢ w kierunku spadku, a nie wzrostu
ci$nienia w szczelinie.
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Natezenie przeptywu przez szczeling wyraza si¢ wzorem:
h
0= [gu(z)d: @
—h

gdzie g jest glgbokoscia szczeliny. Podstawienie rozktadu (3) do catki (4) daje:
h

P-F
Q:I Zi s ; e (hZ_ZZ)dZ (5)
Tp M
i po wykonaniu catkowania:
2h’g PP,
0=""8 "% (6)
3u [

2. Przeplywy w ciagu szczelin

W przypadku ciagu nastepujacych po sobie cienkich szczelin lub ‘podszczelin’ tworzacych jedna ‘wiel-
ka szczeling’ dtugosci, miazszosci 1 glgbokosci kazdej z podszczelin moga by¢ rozne. Natezenie przeptywu
w kazdej z podszczelin tworzacych ciag musi by¢ jednak takie samo, natomiast spadek cisnienia w kazdej
z nich moze sig rozni¢. Oznaczajac dtugos¢, miazszo$¢ i gigbokos¢ j-tej podszezeliny odpowiednio przez /,
2h;, gj, a ci$nienie na koficu 1 poczatku j-tej podszczeliny odpowiednio przez P, P;.; mozemy napisac:
2h’g, P—P

J J-1 .
, =12,...J 7
3 I J )

J

O=-

Roéwnanie to, odpowiednie dla j-tej podszczeliny mozna zapisa¢ w rOwnowazny sposob:
3ul;
3
2hg,

) =P-P,, j=12...J (8)

Dodajac rownania (8) kolejno dla wszystkich podszczelin tworzacych szczeling otrzymamy:

Q3Hi L
2= h;g/‘

-k )

Jesli gltebokos¢ szczelin jest taka sama wowczas bedziemy mie¢:
3useh

— =B -R, j=12,.,J 10
ng = h/3 J 0 J ( )

Z drugiej strony, dla catego ciagu zachodzi:

2h’g B-P
Q: 3lug 0 Z J (11)
lub
3ul
th*3g :PO_P/ (12)

gdzie i jest miazszoscia zastepcza ciagu. Porownujac formuty (10) i (12) otrzymamy nastepujace wyrazenia
na migzszo$¢ zastgpcza:

I &
Ry 3
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lub
PR

= j73
DLk
j=1

(14)

W przypadku, gdy miazszo$¢ szczeliny zmienia si¢ w sposob ciagly, rownanie (11) na natezenie
przeplywu zachowuje swoja postac, lecz sumy w formutach (13), (14) nalezy zastapi¢ catkami, w wyniku
czego otrzymujemy:

Z _l dx 15
h3_£M@) ()

Natezenie przeptywu wyrazi si¢ wowczas wzorem:

2g F-F
Q:?]
.UJ' dx

WA

(16)

3. Przeplyw w obszarze styku szczelin

Obraz przeptywu w obszarze styku szczelin zalezny jest od ich geometrycznego ksztaltu oraz od
predkosci przeptywu. Poniewaz rozwazamy tutaj wylacznie bardzo powolne przeptywy petzajace, efekty
hydrodynamiczne zwiazane z bezwtadnos$cia ptynu, jak oderwanie warstwy granicznej czy tworzenie si¢
wirdw, o ile w ogole wystapia, beda miaty charakter marginalny i nie bgda rozwazane w niniejszej pracy.

Rys. 1. Uproszczony model szczeliny i styku szczelin

Przyjmujac prosty model styku szczelin pokazany na Rys. 1 nietrudno zwazy¢, ze ruch ptynu w sa-
siedztwie styku ma charakter przeptywu dyfuzorowego lub konfuzorowego z katem rozwarcia 2a. Zagad-
nienie to bylo przedmiotem szczegdtowych analiz z zastosowaniem rozwiazan rownania Naviera-Stokesa
(Jeffrey, 1915; Hamel, 1916; Kotchin et al., 1955; Berker, 1963; Rosenhead, 1940; Frankel, 1962, 1963,
1973). Otrzymane rozwiazanie Sciste w biegunowym uktadzie wspotrzednych 7, € dla sktadowej radialne;j
predkosci przyjmuje nastgpujaca postac:

1 u i0-9)
) ==|-2£ (17)
‘u(r, )‘ r[ 2p+go{ T,u/p ,a),)gﬂ

gdzie i jest jednostka urojona, a @ (...) jest dwuokresowa funkcja eliptyczna Weierstrassa zmiennej zespolone;.
Parametr zespolony & oraz dwa parametry rzeczywiste w i y zwane niezmiennikami funkcji Weierstrassa,
wyznaczy¢ nalezy z zerowych warunkow brzegowych na $ciankach dyfuzora oraz z warunku renormali-
zacyjnego:

_Q (18)
g

Tu(r,@)d@

gdzie g jest glebokoscia szczeliny.
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Rozwiazanie powyzsze nie odzwierciedla jednak rzeczywistego przeptywu na styku szczelin, gdyz
w miejscu styku, tj. dla » = 0 predkos¢ staje sig nieskonczona.
Rozwiazanie przyblizone tego samego zagadnienia dla matych liczb Reynoldsa jest nieco prostsze
i nie zawiera funkcji specjalnych
O] cos(260)—cos 2a)

ju (r,0)| = 7 sin(2a)—2a cos (2a) "

posiada jednak nadal osobliwos¢ osobliwos¢ dla » =0 i nie moze by¢ tym samym stosowane do opisu prze-
ptywu na styku szczelin.

Przyczyna osobliwosci w podanych wyzej rozwiazaniach jest to, Zze na styku szczelin migzszo$¢
szczeliny spada do zera, przez co dla zachowania niezmienionego natgzenia przeptywu predkos$¢ zmierza
do nieskonczonosci.

Zamiast takiej sytuacji zatozy¢ mozemy, ze w punkcie styku przejscie z jednej szczeliny do drugie;j jest
‘tagodne’, a migzszosc¢ nie spada do zera, lecz do skonczonej wartosci /.. Ksztalt scianek mozemy wowczas
aproksymowac przy pomocy dwoch gatezi hiperboli, jak to pokazano na Rys. 2.

ZZL“‘Q%Q M n
h, X
hy he hy
12 %

Rys. 2. Okolice styku szczelin opisane przez dwie gatezie hiperboli

Wspomniana tutaj hiperbola opisana jest rOwnaniem

2_2_(36—1/2)2:1 (20)

a jej gatezie wyrazi¢ mozna jako funkcje:

b |, 1Y
h(x)zz(x)zi; a’ + ) (21)

Potosie hiperboli a i b wyznaczy¢ mozna z warunkow:

()|, =h, (22)

Z(x)‘x:z/z =h (23)

Po wykonaniu odpowiednich obliczen warunki te daja:

b=h, (24)

Z (4
RN >
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Podstawienie wyrazenia (21) do wzoru (16) daje:

1

2 dx
Q=§(Ps—a)j ; . 26)
0 {\/a2 +(x—l/2)2}
a
W wyniku catkowania bedziemy mie¢:
2 2
_28 b | I E-FR (27)
3u a 4 1
Po podstawieniu formut (24), (25) na potosie hiperboli otrzymamy ostatecznie:
0="8nnhle 28)
3u /

Poréwnujac rownania (28) i (11) widzimy, ze dla przewezenia hiperbolicznego miazszos$¢ zastgpcza
wyraza si¢ wyjatkowo prosta formuta:

h*=hh’ (29)

/

Rys. 3. Nieznacznie nachylone ptaskie $cianki w poblizu miejsca styku szczelin

Odcinek migdzy przewezeniem hiperbolicznym a pelnym obszarem miazszo$ci szczeliny przedstawié
mozna jako przeptyw miedzy dwoma nieznacznie nachylonymi ptaskimi §ciankami, przy czym przejscie
z obszaru hiperbolicznego nastgpuje w punkcie stycznosci ptaskiej $cianki do hiperboli. Nachylone $cianki
pokazane na Rys. 3 moga by¢ opisane rownaniem linii proste;:

Lh(x)=h+ ’“e;’%x (30)

Podstawiajac wyrazenie (30) do wzoru (16) na natgzenie przeptywu bedziemy miec:
-1

I}

2 dx
0=E@E-p)| | —F—— &)
3’“ 0 ( he_h s j
h,+ S x
[
Wykonanie catkowania daje:
272 _
S3uh,+h, 1
Otrzymujemy stad nastepujacy wzor na miazszos$¢ zastgpcza w obszarze nachylonych $cianek:
—  2hh;
hi= e (33)

" h+ h,
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W ten sposob szczelina przedstawiona zostala jako sktadajaca sig z trzech zasadniczych elementow:
elementu glownego o $ciankach rownoleglych obejmujacego niemal catg dtugos¢ szczeliny, hiperbolicznego
obszaru styku oraz obszaru przejSciowego migdzy obszarem zasadniczym a obszarem styku (Rys. 4). Oczy-
wiscie, na podstawie miazszo$ci zastgpczych wspomnianych elementow istnieje mozliwo$¢ wyznaczenia
migzszosci zastgpczej odniesionej do catej szczeliny. Sposob jej wyznaczania nie rézni si¢ od przedstawio-
nych powyzej procedur.

Rys. 4. Model szczeliny jako sekwencji sktadajacej sig z trzech zasadniczych elementéw: elementu zasadniczego obejmujacego

niemal cata dlugos¢ szczeliny, hiperbolicznego obszaru styku z szczeling sasiednia oraz obszaru przejsciowego
migdzy obszarem zasadniczym a hiperbolicznym obszarem styku

Jesli znane sa wartosci cisnienia P, P; na obydwu koncach megaszczeliny, wowczas warto$ci ci§nien
w punktach weztowych, tj. w miejscach styku podszczelin P; oraz natgzenie przeptywu Q moga by¢ wy-
znaczone z uktadu réwnan (7) lub (8). Uktad ten ztozony z J réwnan zawiera J — 1 niewiadomych wartosci
ci$nienia P; oraz niewiadoma wartos¢ wydatku przeptywu Q.

To samo zagadnienie rozwiaza¢ mozna jednak w znacznie prostszy sposob. Po okre§leniu miazszo-
§ci zastepezej calego systemu A natezenie przeptywu O wyznaczyé mozna bezposrednio ze wzoru (11).
Nastepnie korzystajac ze wzoru (8) wyznacza sig wartosci ciSnien w punktach weztowych P, kolejno dla
j=1,j=2,j=3, etc.

4. Przeplyw w ortogonalnym ukladzie szczelin

Rozwazania przedstawione w poprzednich rozdziatach moga by¢ uogoélnione na ortogonalny uktad
szczelin. Uktad taki pokazany jest na Rys. 4. W celu uniknig¢cia zamieszania miejsca styku szczelin ozna-
czymy catkowitymi warto$ciami pary wskaznikow {i,j} siatki ortogonalnej, natomiast poszczegdlnym
podszczelinom odpowiada¢ beda wskazniki potdéwkowe, np. (i — 1/2, j), (i,j + 1/2).

j=0 j=1 j=2 J=J j1
i=0
i=1 Ql‘ 17 QI, 3 i i Ql‘./‘rl
% Op, 1 Q.2 Din,
i=2 12 273 : : O+
= 3
=1 |
=1+1
! Lin L3 L Lys1n
[

Rys. 5. Ortogonalny uktad szczelin
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W przeciwienstwie do megaszczeliny utworzonej przez ciag podszczelin, w przypadku siatki orto-
gonalnej usredniony kierunek przeplywu nie jest znany a priori, a nat¢zenia przeptywu w poszczegolnych
podszczelinach moga by¢ rdzne.

Zgodnie z formuta (7) nat¢zenia przeptywu w podszczelinach tworzacych wezet (i,j) beda:

2h° ., P —P.
O jan =- bt 282 T T g4 (34)
’ 3u 1[,,‘71/2
2h - > P
O jup =- i 1/2 802 L 7 T , j=012,.,J (35)
) 3u b i
2h’,, g ., P.—P
Oi)n, = 2812,y T Tl oy 1] (36)
) 3u livsa,
2012 18y By =P
/2, iel/2j Binii2.] iy 7 ek , i=012,..,1 (37)
’ 31” li+1/2,j

Dla szczelin dochodzacych do weztéw potozonych na brzegu rozwazanego obszaru przeptywu okresli¢
mozna warunki brzegowe. Dla brzegéw przepuszczalnych sa zwykle to warunki niejednorodne pierwszego
rodzaju, natomiast dla brzegéw nieprzepuszczalnych — warunki jednorodne pierwszego rodzaju.

Jesli lewy brzeg obszaru pokazanego na Rys. 4 jest przepuszczalny, wowczas mozemy przyjac, ze
warto$¢ ci$nienia jest tam okreslona i wynosi ono Py :

Po=P, i=12,.1 (38)

1

Jesli natomiast brzeg ten jest nieprzepuszczalny, wowczas mozemy przyjac, ze:

Po=P,, i=12,..1 (39)

1
Jesli prawy brzeg obszaru pokazanego na Rys. 4 jest przepuszczalny, wowczas mozemy przyjac, ze
warto$¢ ci$nienia jest tam okreslona i wynosi ono Py:

Pya=P, i=12,.,1 (40)

1

Jesli natomiast brzeg ten jest nieprzepuszczalny, wowczas mozemy przyjac, ze:

Pyn=P,, i=12..1 (41)

1
Jesli gorny brzeg obszaru pokazanego na Rys. 4 jest przepuszczalny, wowczas mozemy przyjac, ze
wartos$¢ ci$nienia jest tam okreslona i wynosi ono Py:

P(),[ :PT 5 ] = 1,2,...,] (42)

Jesli natomiast brzeg ten jest nieprzepuszczalny, wowczas mozemy przyjac, ze:

P(),j = PL_I' N ] = 1,2,...,-] (43)

Jesli dolny brzeg obszaru pokazanego na Rys. 4 jest przepuszczalny, wowczas mozemy przyjaé, ze
warto$¢ ci$nienia jest tam okreslona i wynosi ono Pp:

I)1+1,j :PB H ] :1,2"“7] (44)

Jesli natomiast brzeg ten jest nieprzepuszczalny, wowczas mozemy przyjaé, ze:

Poy=Py J=12.00] (45)

+1,j =
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Zgodnie z zasada zachowania masy suma natg¢zen przeptywu w szczelinach otaczajacych dowolny
wezet {i,j} w obszarze przeptywu musi by¢ rowna zeru, tj.:

(Z Q)i,j =002 92 02+ 0w, =0 (46)

Podstawienie wyrazen (34) — (37) do rownania (46) daje:

3 3
(Z Q) _ 2hi,j—1/2gi,j—1/2 Bj _Pi,j—l . 2hi,j+1/2gi,j+1/2 R, - B,m
i,j

3u li,jfl/Z 3u Zi,j+1/2
+ 2h1'3—1/2,jgi—1/2,j b, —F_ + 2hi3+1/2,jgi+1/2,j R, —F.; —0 (47
3u L, 3u +112,j

Réwnanie powyzsze odnoszace si¢ do wszystkich wezldw moze by¢ zapisane w sposob:

BB +C B +D B ,+E R +F R, ;= Ri’f}izl,z,m,l,j:l,z ,,,,, J (48)
przy czym wspotczynniki B; ;, C; ;, E; ;, F; ; okreslone sa w dla sposob:
h e
. 2 hinp 8, dla i>2
=) 3u liqn,; (49)
0 dla i=1
2 h3 g .
c - _~ i,j-1/28i,j-1/2 dla ]22
=) M lijan (50)
0 dla j=1
2 h3 g .
£ - _ i,j+1/28i,j+1/2 dla ] <J-1
=) M li jan (51)
0 dla j=J
3
o _ihi+l/2,jgi+l/2,j dla i<]-1
ij 3u li+l/2,j (52)

0 dla i=1

Natomiast postacie wspotczynnika D; ; oraz wyrazu wolnego R, ; zaleza od warunkow brzegowych.
Dla wszystkich weztow (i, ) z wyjatkiem tych, ktore potozone sa w poblizu brzegu obszaru mamy:

3 3
2 [hi—l/z,jgi—l/Z,j 4 hi+1/2,jgi+1/2,j

Y 3p livi L.
3 3 .
N hi,j—l 128i,j-1/2 + hi,j+1 128i,j+1/2 dla { l' <I-1 (53)
li,_j—l/Z li,j+l/2 jsJ-1
R -0 d i<1-1
CA e PP eY

Jesli na lewym brzegu osrodka szczelinowego pokazanego na Rys. 5 okreslona jest wielko$¢ ci$nienia,
tj. ma zastosowanie pierwszy warunek brzegowy (38), wowczas:

_ i 2hi3,1/2 812

P, 1<i<I (55)
3u Zi,1/2

i1
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a wspotczynniki D; ; dane sa wzorem (53) dla j = 1. Natomiast jeSli ten sam brzeg os$rodka jest nieprzepusz-
czalny, tj. ma zastosowanie drugi warunek brzegowy (39), wowczas:

Rl.’,=0, 1<i<I (56)
2 hi3—1/21gi—]/2' h‘3+1/21g‘+1/21 h»33/2g3/2
= ’ e e el N S A (57)
3u l[—1/2,1 li+1/2,1 15,3/2

Jesli na prawym brzegu osrodka szczelinowego pokazanego na Rys. 5 okreslona jest wielko$¢ ci$nie-
nia, tj. ma zastosowanie pierwszy warunek brzegowy (40), wowczas:

3
2 207 1417281 4102

P, 1<i<] (58)
3u li,J+1/2

Ri J

a wspolczynniki D; ; dane sa wzorem (53) dla j = J. Natomiast jesli ten sam brzeg osrodka jest nieprzepusz-
czalny, tj. ma zastosowanie drugi warunek brzegowy (41), wowczas:

R, ;=0, 1<i<] (59)
2 h‘3—1/2 78172, h‘3+1/2 J8iv1/2,0 h‘BJ—I/Zg'J—I/Z
i,lz_ l > ! A l 5 4 A 1, I, , ISZS[ (60)
3u li—l/z,J li+l/2,./ li,.H/z

Jesli na gornym brzegu o$rodka szczelinowego pokazanego na Rys. 5 okreslona jest wielkos¢ cisnienia,
tj. ma zastosowanie pierwszy warunek brzegowy (42), woéwczas:

2h 81
y :l 1/2,_]g1/2,_] PT , 1<J§J (61)
3u [, /2,j
a wspotczynniki D ; dane sa wzorem (53) dla i = 1. Natomiast je$li ten sam brzeg osrodka jest nieprzepusz-
czalny, tj. ma zastosowanie drugi warunek brzegowy (43), wowczas:

Rl,j:07 1<j<J (62)
2 (hy 850, B n8 b8y
L= 32,8302, M8z hae8ime C1<j<J (63)
3u 13/2,/' ll,j—1/2 ll,j+1/2

Jesli na dolnym brzegu osrodka szczelinowego pokazanego na Rys. 5 okreslona jest wielkos¢ ci$nienia,
tj. ma zastosowanie pierwszy warunek brzegowy (44), wowczas:

12h3+1/2,jg1+1/2,j P, 1

R =5
H I+1/2,j

5]

<j<J (64)

a wspotczynniki D; ; dane sa wzorem (53) dla i = /. Natomiast je$li ten sam brzeg osrodka jest nieprzepusz-
czalny, tj. ma zastosowanie drugi warunek brzegowy (45), woéwczas:

R, =0, 1<j<J (65)

,1_5

3 3 3
2 hl—l/z,,jgl—l/z,; h[,j—]/2g[,j—l/2 h[,_;+1/2gl,j+1/2
D, . = + +
1171/2,1’ 11,_1'—1/2 l],j+1/2

J,ISjSJ (66)

Uktad réwnan (48) zapisa¢ mozna w nastgpujacej postaci macierzowe;j:

VP=R (67)
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gdzie P jest wektorem poszukiwanych wartosci ci$nienia w poszczegolnych weztach ortogonalnej siatki
szczelin

P =15, (68)
b

R jest wektorem wyrazow wolnych

R =R, (69)

a V jest pentadiagonalng macierza wspotczynnikoéw. Ré6wnanie macierzowe (67) rozwiaza¢ mozna meto-
dami algebry liniowej. Ze wzgledu na duze na ogét wymiary pentadiagonalnej macierzy wspotczynnikow
efektywne obliczenia przeprowadzi¢ mozna dysponujac odpowiednia moca i pamigcia komputerow.

Znajac wartos$ci cisnien we wszystkich weztach ortogonalnej siatki szczelin wyznaczenie natgzen
przeptywu w poszczegdlnych szczelinach przeprowadzi¢ mozna bezposrednio korzystajac ze wzorow (34)
—(37).

Ogdlny wydatek przepltywu w kierunku pionowym dla o$rodka szczelinowego pokazanego na Rys. 5
obliczy¢ mozna tatwo jako sume wydatkow przeptywu przez szczeliny pionowym, tj.:

J
©O)ii1n= Z O..1/2,; dla dowolnego lecz ustalonego i€ {0,1,2,...,/} (70)

J=1

Ogolny wydatek przeplywu w kierunku poziomym dla osrodka szczelinowego pokazanego na Rys. 5
obliczy¢ mozna tatwo jako sumg¢ wydatkéw przeptywu przez szczeliny poziome, tj.:

/
(QH)i+1/2 = ZQi,jH/Z dla dowolnego lecz ustalonego j € {0,1,2,...,J} (71)

i=1

5. Anizotropia oSrodka szczelinowego i kanaly preferencyjne

Jesli na prawym i lewym brzegu o$rodka szczelinowego pokazanego na Rys. 5 okreslona jest wielkos¢
cisnien, gorny i dolny brzeg tego osrodka sa nieprzepuszczalne, a szczeliny poziome maja stata migzszos¢
(niekoniecznie taka sama dla wszystkich szczelin), wowczas przeptyw w osrodku ma charakter przeptywu
poziomego, a szczeliny pionowe pozostaja hydrodynamicznie nieaktywne, tj. przeptyw w nich jest nie-
obecny.
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Jesli natomiast miazszo$¢ lub gleboko$¢ poszezegdlnych podszcezelin, ktorych ciag tworzy megaszcze-
liny poziome jest r6zny dla poszczegdlnych podszczelin, wowczas w podszczeliach pionowych pojawic sig
moze niezerowy przeptyw pionowy. W ten sposob hydrodynamicznie aktywne staja si¢ zarowno szczeliny
poziome jak natomiast pionowe. Podobny rezultat uzyskuje sig, jesli warto$ci cisnien na lewym i prawym
brzegu osrodka nie sa state, lecz zmieniaja si¢ w kierunku pionowym, tj. ze zmiang indeksu i.

Podobnie, jesli na gornym i dolnym brzegu tego samego osrodka szczelinowego okre§lona jest
wielko$¢ cisnien, lewy i prawy brzeg tego osrodka sa nieprzepuszczalne, a szczeliny pionowe maja stata
miazszo$¢ (niekoniecznie taka sama dla wszystkich szczelin), wowczas przeptyw w osrodku ma charakter
przeplywu pionowego, a szczeliny poziome pozostaja hydrodynamicznie nieaktywne, tj. przeptyw w nich
jest nieobecny.

Jesli natomiast miazszo$¢ lub gleboko$¢ poszezegdlnych podszcezelin, ktorych ciag tworzy megaszcze-
liny pionowe jest rozny dla poszczegdlnych podszczelin, wowczas w podszczelinach poziomych pojawic sig
moze niezerowy przeptyw poziomy. W ten sposob hydrodynamicznie aktywne staja si¢ zarowno szczeliny
pionowe jak natomiast poziome. Podobny rezultat uzyskuje sig, jesli wartosci cisnien na gornym i dolnym
brzegu osrodka nie sa state, lecz zmieniaja si¢ w kierunku poziomym, tj. ze zmiang indeksu j.

Wigksze rdznice w parametrach geometrycznych poszczegdlnych podszcezelin prowadzi¢ moga
do tworzenia si¢ tzw. kanatow preferencyjnych. Zgodnie z definicja podana przez autora niniejszej pracy
w odrgbnej publikacji (2009) kanatem preferencyjnym w osrodku szczelinowym nazywac bedziemy ciag
potaczonych ze soba sekwencyjnie podszczelin pionowych i poziomych (ewentualnie tylko pionowych lub
tylko poziomych), przeptyw przez ktory napotyka na najmniejszy opor hydrodynamiczny podczas transportu
ptynu migdzy przeciwleglymi brzegami osrodka. Przyktad kanatu preferencyjnego w osrodku szczelinowym
pokazany jest na Rys. 6.

(r T o D

I romiie ) |
——r —
| S i

Rys. 6. Przyktad kanalu preferencyjnego w ortogonalnym uktadzie szczelin

Poniewaz natgzenie przeptywu laminarnego w szczelinie jest proporcjonalne do trzeciej potegi jej
miazszos$ci, zatem réznice miazszosci poszczegdlnych podszezelin wplywaja najbardziej znaczaco na po-
wstawanie kanatow preferencyjnych.

Nietrudno zauwazy¢, ze istnienie kanatu preferencyjnego pokazanego na Rys. 6 implikuje anizotropig
osrodka szczelinowego. Mimo, iz rdznica ci$nien zadana jest jedynie migdzy prawym a lewym brzegiem
osrodka, widzimy, ze na skutek istnienia kanatlu preferencyjnego w koncowym rezultacie oprocz przeptywu
poziomego pojawia si¢ niezerowa sktadowa pionowa predkosci, gdy bierzemy pod uwage osrodek szcze-
linowy jako calo$¢, co charakterystyczne jest dla podejscia fenomenologicznego. Powstawanie sktadowe;j
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pionowej predkosci zwiazane jest jedynie z topologia kanatu preferencyjnego i niezalezne jest od orientacji
szczelin w przestrzeni. W ten sposob dochodzimy do wniosku, ze niejednorodnos¢ geometrycznych wia-
snosci podszczelin wchodzacych w sktad uktadu szczelinowego implikowaé moze istnienie anizotropii tego
uktadu niezaleznie od przestrzennej orientacji podszczelin.

Nalezy zaznaczy¢, ze kanaly preferencyjne w osrodku szczelinowym nie sg bytem statym i niezmien-
nym. W przypadku zmian warto$ci ci$nien na brzegach osrodka szczelinowego lub zmian warunkow brzego-
wych powsta¢ moga nowe kanaty preferencyjne, a kanaly dotychczasowe ostabi¢ moga swoja skutecznose,
lub nawet stac si¢ nieaktywne.

6. Psudo-ortogonalny uklad szczelin

Rozwazania przedstawione w poprzednim rozdziale odnosily si¢ do szczelin pionowych i poziomych
tworzacych uktad ortogonalny. Jednakze nieznaczne naruszenie ortogonalnosci uktadéw szczelin nie powo-
duje nieadekwatnosci, ani nawet powazniejszych komplikacji w rozwazaniach przedstawionych uprzednio.
Rownolegle do siebie dotychczas podszcezeliny moga rozni¢ si¢ dtugoscia, a takze niekoniecznie by¢ do
siebie rownolegle.

W ten sposob dochodzimy do pojgcia pseudo-ortogonalne;j siatki szczelin. Jej przyktad pokazany jest
na Rys. 7.

Pseudo-ortogonalny uktad szczelin nie moze by¢ oczywiscie tworzony w sposob dowolny. Jest to
uktad otrzymany z uktadu ortogonalnego dzigki zastosowaniu transformacji homeomorficznej. W ten sposob
topologiczne wilasnos$ci uktadu nie zostaja zmienione poprzez proces transformacji.

Rys. 7 pokazuje pseudo-ortogonalna siatkg szczelin utworzona przez ciagi podszczelin pseudopiono-
wych oraz pseudopoziomych o rozmaitych dlugosciach i miazszosciach. Pomimo tego, dzigki transformacji
homeomorficznej sposob indeksacji zaréwno weztow siatki jak 1 poszczegélnych podszczelin pozostaje
niezmieniony.

i=J j=J+1

i=I+1

Lip T L X T Lyn

-
T g 1T T

Rys. 7. Przyktad pseudo-ortogonalnego uktadu szczelin

Wszystkie rozwazania przedstawione w dwoch poprzednich rozdziatach odnoszace si¢ do uktadow
ortogonalnych zachowuja zatem swoja waznos¢ w odniesieniu do psudo-ortogonalnego uktadu szczelin.
Jest to mozliwe dzigki homeomorficznosci transformacji uktadow.

Pomimo, iz na Rys. 5, 6 1 7 pokazane sa jedynie szczeliny o $cianach rownolegtych, wszystkie przed-
stawione powyzej rozwazania odnosza si¢ rowniez do szczelin o $ciankach nierdéwnolegtych. W tym ostat-
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nim przypadku miazszo$¢ szczelin h zastapié nalezy ich miazszoscia zastepcza i . Warunkiem zasadniczym
rozszerzenia przedstawionych rozwazan na szczeliny o $ciankach nieréwnoleglych jest spelnianie warunku
smuklosci szczelin, zgodnie z ktorym miazszo$¢ kazdej ze szczelin jest kilka rzedow wielko$ci mniejsza od
jej pozostatych wymiaréw geometrycznych, tj. dlugosci i gtgbokosci.

W ten sposob rozwazania dotyczace ortogonalnych uktadow szczelin zostaty bez wigkszych mo-
dyfikacji rozszerzone na uktady pseudo-ortogonalne oraz uktady szczelin smuktych o nieréwnolegtych
$ciankach.

7. Quasi-nieregularny uklad szczelin

Uktady pseudo-ortogonalne nie sg jednak w stanie objac szerokiej klasy systemow szczelin spotykanych
w gorotworze. W celu rozwigzania tego problemu konieczne jest dokonanie rozszerzenia dotychczasowych
rozwazan na znacznie obszerniejsze klasy uktadéw szczelin.

Rozszerzenie takie moze by¢ uzyskane poprzez wprowadzenie uktadu, na ktory oprocz szczelin pio-
nowych (lub alternatywnie pseudopionowych) i poziomych (lub alternatywnie pseudopoziomych) sktadaja
si¢ szczeliny diagonalne i antydiagonalne. Te ostatnie rodzaje szczelin tacza bezposrednio wezty siatki
przesunigte wzajemnie o jednostkowa warto$¢ wskaznika indeksowania w sasiednich szczelinach. Szczeliny
takie pokazane sa na Rys. 81 9.

j-1 j J Jt1

i-1 i-1

N
-
"

Rys. 8. Przyktad uktadu zawierajacego szczeling Rys. 9. Przyktad uktadu zawierajacego szczeling
diagonalna antydiagonalna

Uklad szczelin, sktadajacy sig ze szczelin pseudopionowych, pseudopoziomych, diagonalnych i anty-
diagonalnych nazywac bedziemy quasi-nieregularnym ukladem szczelin. Jak zobaczymy, uktad ten obejmuje
bardzo szeroka klasg rzeczywistych szczelin wystepujacych w gorotworze.

W celu opisu przeptywu ptynu przez quasi-nieregularny uktad szczelin autor niniejszej pracy propo-
nuje wprowadzenie tzw. parametrow istnienia. Sa to binarne parametry odnoszace si¢ zarowno do wezlow
jak i do podszczelin i przyjmujace jedynie dwie wartosci: 0 Iub 1.

Weztowy parametr istnienia Nf\; odnoszacy si¢ do wezla (7, j) siatki rowny jest jednosci, jesli wezet
ten faczy co najmniej dwie podszczeliny o niezerowych przekrojach poprzecznych i przepuszczalnosciach,
a ponadto dwa markery (tj. oznaczone czastki ptynu) odchodzace z tego wezta w kierunku réznych pod-
szczelin stykajacych si¢ w wezle osiagna¢ moga dwa przeciwstawne brzegi osrodka szczelinowego bez
stykania lub krzyzowania sig trajektorii markerow. W przeciwnym przypadku weztowy parametr istnienia
Nl]\; odnoszacy si¢ do wezta (i, )) siatki rowny jest zeru.

Weztowy parametr istnienia przypisa¢é mozna rowniez weztom znajdujacym sig¢ na brzegu osrodka
szczelinowego. Jesli brzeg ten jest w danym punkcie przepuszczalny, woéwczas odpowiadajacy mu lezacy
na brzegu punkt weztowy ma przypisana warto$¢ parametru istnienia rowna jednosci. Jesli natomiast brzeg
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ten jest w danym punkcie nieprzepuszczalny, wowczas odpowiadajacy mu lezacy na brzegu punkt wezlowy
ma przypisang warto$¢ parametru istnienia rowna zeru.

Pionowy parametr istnienia X I.VH 0. odnoszacy si¢ do pseudopionowej podszczeliny (i+1/2,) réwny

jest jednosci, jesli podszczelina ta posiada niezerowe przekrdj poprzeczny i przepuszczalnosé, a ponadto
N N
SN

taczy ona dwa sasiednie wezty o niezerowych wartosciach parametru istnienia N;, N3, .

W przeciwnym
przypadku pionowy parametr istnienia NiVH 1. odnoszacy si¢ do tej podszczeliny réwny jest zeru.

o Pozio'm)./ pqrametr istn}'enia ij 112 odposzapy si¢ do pse.:udopoziomej'podszczeliny (i,j +1/2) rébwny
jest jednosci, jesli podszczelina ta posiada niezerowe przekrdj poprzeczny i przepuszczalnosé, a ponadto
N N

> N
przypadku poziomy parametr istnienia ij +12 0dnoszacy si¢ do tej podszczeliny rowny jest zeru.

faczy ona dwa sasiednie wgzty o niezerowych wartosciach parametru istnienia N W przeciwnym

Diagonalny parametr istnienia Nﬂl 1,j+112 0dnoszacy sig do diagonalnej podszezeliny (i +1/2,/+1/2)
réwny jest jednosci, jesli podszczelina ta posiada niezerowe przekroj poprzeczny i przepuszczalno$é, a ponadto

taczy ona dwa przesunigte o jednostkowa warto§¢ wskaznika nalezace do sasiednich pseudoréownolegtych
N N

P> N1
diagonalny parametr istnienia N?ﬂ R odnoszacy si¢ do tej podszczeliny réwny jest zeru.

szczelin wezly o niezerowych wartosciach parametru istnienia X W przeciwnym przypadku

Antydiagonalny parametr istnienia 8 ;4 +12,+112 0dnoszacy sig do antydiagonalnej podszczeliny (i+1/2,
Jj+1/2) rowny jest jednosci, jesli podszczelina ta posiada niezerowe przekroj poprzeczny i przepuszczalnosé,
a ponadto taczy ona dwa przesunigte o jednostkowa warto$¢ wskaznika nalezace do sasiednich pseudorow-

nolegtych szczelin wezly o niezerowych wartosciach parametru istnienia Nﬁ:l’ e N l]\j W przeciwnym przy-
padku antydiagonalny parametr istnienia NI.A 2R odnoszacy si¢ do tej podszczeliny réwny jest zeru.

Nalezy zaznaczy¢, ze rOwnoczesne istnienie szczeliny diagonalnej i antydiagonalnej dla jakiejkolwiek
pary (i+1/2, j+1/2) jest przez przyjety model zakazane, tj.:

D A —
Vie{O,l,Z,“.,I}vje{0,1,2,4,.,.1} {xiﬂ/2,j+l/2Ni+1/2,j+1/2 - 0} (72)

Natomiast rownoczesne nieistnienie szczeliny diagonalnej i antydiagonalnej dla dowolnej pary (i+1/2,
j+1/2) jest dopuszczlne.

Ograniczenie (72) zakazujace wspoOlistnienia w modelu szczeliny diagonalnej i antydiagonalnej moze
by¢ tatwo ominigte poprzez zmiang sposobu indeksacji wgztow. Wystarczy w miejscu przecigcia szczeliny
diagonalnej i antydiagonalnej umiesci¢ nowy punkt weztowy, a szczeliny pionowe i poziome obejmujace
blok matrycy zawierajacy podszczeling diagonalna i antydiagonalna traktowac¢ jako ztozone z dwoch pod-
szczelin, miedzy ktorymi znajduje si¢ wezet uktadu. Tak zmodyfikowany system indeksowania nie bedzie
zawieral juz rbwnoczesnie podszczeliny diagonalnej i antydiagonalnej w jednym bloku. Odbedzie sig to
kosztem zwigkszenia ilo$ci weztow w sieci szczelin. Nowo utworzonym weztom przypisany bedzie parametr
istnienia réwny jednosci.

Dzigki tego typu operacjom uktad quasi-nieregularny obejmuje bardzo szeroka klase¢ topologicznych
uktadow szczelin.

Nietrudno zauwazy¢, ze w przypadku nieistnienia wszystkich szczelin diagonalnych i antydiagonal-
nych quasi-nieregularny uktad szczelin przechodzi w uktad pseudo-ortogonalny.

Wzory na wydatek przeptywu w szczelinach pionowych i poziomych (34) — (37) pozostaja bez zmiany,
natomiast natgzenie przeptywu w szczelinach diagonalnych wyrazi si¢ wzorami:

3 .
0 _NP 2hi—l/2,j—1/2gi—1/2,j—1/2 P[/ - Pi—l,j—l {l =12,.,1+1 (73)
i-1/2,j-1/2 = $Sic1/2,j-1/2 > Y.
! ’ 3u L i Jj=12,..,J+1
3 .
0 Y 2h1’+1/2,j+1/2gi+1/2,j+1/2 P:, - Pz+1,j+1 {l =0,1.2,....1 (74)
i+1/2,j+1/2 = SSi1/2,j+1/2 > 3.
ST ST 3u L gan j=0.12,.,J
a natezenie przeplywu w szczelinach antydiagonalnych wyrazi si¢ wzorami:
3 .
0 Y Zhifl/2,j+1/2gi71/2,j+1/2 P/] _])ifl,jﬂ {l =12,..,1+1 (75)
i-1/2,j+1/2 = $5i-1/2,j+1/2 > .
a " 3:” li—l/z,_/+l/2 J= 031727"'7']
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(76)

3 .
Y 2hi+1/2,j—l/2gi+l/2,j—l/2 sz _Pi+1,j—l i=012,.,1
O/ J-172 = 8Sit1/2,j-172 )

3u Livira j1)2 j=12,..J+1

Zasada zachowania masy wymaga, aby suma doptywow i odptywow ptynu do kazdego wezta siatki
byta rowna zeru, tj.:

(ZQ) Qi ian ¥ Qi ¥, ¥ Qi +Qivia e + Qiia i

+ 012,012 YO jaan =0 (77)

Podstawienie wyrazen (34) — (37) 1 (73) — (76) do réwnania (77) daje:

3 3
( Q) NS, hl,j71/2gi,j71/2 Ej _E,H H 2hi,j+l/2g[,j+1/2 F; _E,m
i-1/2,j

J
3 / +N42, 3 /
H ij-1/2 H ij+1/2
3 3
N 2hi ), j8i-1/2.,j sz F =TI 2hi+l/2,jgi+1/2,j Pz, L
+i 02 3 I 042 3 /
H i-1/2,) H i+1/2,j
3
Ny 2h ), J128i11/2,j-1/2 Plj P71,j71
TN 3 i
H i-1/2,j-1/2
3
Ny 2hi+1/2,j+l/2gi+l/2,j+l/2 Pz/ _Pi+l,j+l
+ i+1/2,j+1/2 3 /
H i-1/2,j-1/2
3
Y 2h[71/2,j71/2gifl/z,j—1/2 E,j—l _PH,j
TN 42 3 /
H i-1/2,j-1/2
3
Ny 2hi+l/2,j+l/2gi+1/2,j+l/2 Pi+l,j _Pi,j+l ~0 78
+ i+1/2,j+1/2 3 ! - ( )
H i-1/2,j-1/2
Réwnanie powyzsze odnoszace si¢ do cisnien we wszystkich weztach moze by¢ zapisane w spo-
séb:
N _
{8V =1= M, P,  +4,P, , +B B, +C, B, +D,E,
+Eij+1+E/E+lj+G 1/+1+NJE+1/1 R’f}t12 WL j=1,2,.. (79)

Réwnanie (79) ma sens dla danego wezta (i, ), jesli odpowiadajacy mu wezlowy parametr istnienia

N ; Jestrowny jednosci. Wspotczynniki M; ;, 4,5, B j, Ci j, Dy j, E; j, Fy j, Gy j, Nij,

Wolny R; j wyznacza sig bezposrednio z rownania (78), a nastgpnie modyfikuje w zalezno$ci od przyjetych
Warunkow brzegowych. Warunki te podobne sa jak w przypadku siatki ortogonalnej, z dodatkowymi warun-
kami na narozach (i=0,;=0), (i=1+1,j=J+1),(i=1+1,=0), (i=0,j=J+1), o ile kazdemu z wezlow
naroznym odpowiada niezerowy parametr istnienia.

Uktad réwnan (79) zapisa¢ mozna w nastgpujacej postaci macierzowe;j:

tego rownania oraz wyraz

WP=R (80)

gdzie P jest wektorem poszukiwanych wartosci cisnienia w poszczegolnych weztach ortogonalnej siatki
szczelin danym wzorem (68), R jest wektorem wyrazéw wolnych danym wzorem (69), a W jest nonadiago-
nalna macierza wspdtczynnikéw. Rownanie macierzowe (80) rozwiaza¢ mozna metodami algebry liniowe;.
Ze wzgledu na duze na ogét wymiary nonadiagonalnej macierzy wspotczynnikoéw efektywne obliczenia
przeprowadzi¢ mozna dysponujac odpowiednia moca i pamigcia komputerow.

Znajomos$¢ wartosci cisnien w poszczegdlnych weztach siatki szczelin pozwala na wyznaczenie nate-
zen przeplywu w poszczegolnych podszczelinach. Mozna tego dokonac¢ korzystajac bezposrednio z formut
(34) — (37) oraz (73) — (76). Wyznaczenie nat¢zen przeplywow we wszystkich podszczelinach umozliwia
bezposrednia identyfikacj¢ kanaléw preferencyjnych.
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Podziekowanie

Praca niniejsza zrealizowana zostata w 2009 roku w ramach prac statutowych Instytutu Mechaniki Go-
rotworu PAN, nr KII/ZV/P1, kierunek: Matematyczne i numeryczne modelowanie i monitoring zjawisk
zachodzqcych w gorotworze oraz w wybranych strukturach technicznych i przyrodniczych, temat: Mo-
delowanie przeplywow w osrodkach porowatych z uwzglednieniem efektow nieliniowych oraz oddzialy-
wan miedzyfazowych, zadanie badawcze: Analiza przeplywow laminarnych w osrodkach szczelinowych
z uwzglednieniem efektow na styku szczelin.

Literatura

Batchelor G.K., (1967): An Introduction to Fluid Dynamics, Cambridge University Press, Cambridge.
Berker R., (1936): Sur quelques cas d’intégration des équations do mouvement d’un fluide visqueux incompressible, Paris.

Berker R., (1963): Mouvement d ‘un fluide visqueux incompressible, in Handbuch der Physik, herausgegeben von S. Fliigge
und C. Truesdel, Bd. VIII//2 Strémungsmechanik II, Springer, Berlin — Gottingen — Heidelberg.

Frankel R.E., (1962): Laminar Flow in Symmetric Channels with Slightly Curved Walls. I. On the Jeffrey-Hamel Solutions
for Flow between Plane Walls, Proceedings of The Royal Society (London), A267, 119.

Frankel R.E., (1963): Laminar Flow in Symmetric Channels with Slightly Curved Walls. II. An Asymptitic Series for the
Stream Function, Proceedings of The Royal Society (London), A272, 406.

Frankel R.E., (1973): On the Theory of Laminar Flow in Channels of a Certain Class, Proceedings of The Cambridge Philo-
sophical Society, 73, 361.

Hamel G., (1916): Spiralférmige Bewegungen ziher Fliissigkeiten, Jahresbericht der deutschen Mathematiker Vereinigung,
25, 34.

Jeftrey G.B., (1915): The Two-Dimensional Steady Flow of a Viscous Fluid, Philosophical Magazine, 29, 455.
Kotchin N.E., Kibel I.A., Roze N.V., (1955): Teoretitcheskaya gidromekhanika, Vol. 1, 2, Moskva.
Landau L.D., Lifszyc E.M., (1958): Mechanika osrodkow ciqglych, PWN, Warszawa.

Rosenhead L., (1940): The Steady Twwo-Dimensional Radial Flow of Viscous Fluid between Two Inclined Plane Walls, Pro-
ceedings of The Royal Society (London), A175, 436.

Stawomirski M.R., (1996): Stochastyczny model przepuszczalnosci osrodka szczelinowego, Grant KBN no. 9T12B03109.

Stawomirski M.R., (2009): Creeping Flows through Pseudoorthogonal Systems of Thin Fractures, Archives of Mining Sci-
ences, 54, 393.

Zheltov Yu.P., (1962): Issledovaie protsesov deformatsii i filtratsii v neftyanykh plastakh pri ikh razrabotke, rozprawa dok-
torska, V.N.LI. [Soviet Federal Petroleum Institute].

The analaysis of laminar flows through fractured materials

Abstract

The paper considers flows of fluids through fractures, sequences of fractures, and systems of intersecting
fractures. It has been assumed that each fracture may consist of a sequence of subfractures of various lengths, thick-
nesses, and depths. Taking into account that in the genuine rock mass the fractures are slim (especially for deep
natural rock strata for which fractures thickness is several orders of magnitude less than their lengths), it has been
assumed that fluid motion through a system of fractures is represented by creeping flow. Consequently, the inertion
and vortex effects have been regarded to be neglible in comparison to viscous effects. In the case when the walls
of a subracture differ slightly form two parallel plates, the thickness of the subfracture 2/ has been replaced by the
reduced thickness 2/ the magnitude of which was determined basing on the geometric parameters of the fracture.
Fracture connecting zones have been approximated by means of combinations of inclined planes and hyperbolic
cylinders. The author has considered the flows through systems of various topologies: sequences of fractures, systems
of orthogonal fractures, systems of pseudo-orthogonal fractures, systems of quasi-irregular fractures. A pseudo-or-
thogonal system of fractures is obtained from the orthogonal system applying homeomophic transformation. A quasi-
irregular system of fractures may be obtained from the pseudo-orthogonal system in non-homeomorphic manner
introducing diagonal and antidiagonal subfractures which connect the nodes of the system in direct manner. The
introduction of the existence parameters with respect to nodes, primary subfractures, and diagonal and antidiagonal
subfractures, and variation of the mode of assignation of indices for nodes of the grid enables us to describe a large
class of topologies of fracture systems encountered in subsurface rock mass. The author has presented the technique
to determine the pressure for each of nodes of the grid, and to determine the flow rate and mean velocity for each of
subfractures constituting the system for the defined boundary conditions. The problem of the so-called preference
channels has been discussed. For the approach to the problem applied by the author the preference channels are
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created in the ‘natural manner’, and they are implied by non-homogeneity of geometric parameters of subractures.
It has been demonstrated that the anisotropy of fractured systems often encountered in engineering practice do not
require the defined direction of the majority of fractures. The anisotropy may also be implied by non-homogeneity
of geometric parameters of subractures.

Keywords: underground hydrodynamics, fractured systems, creeping flow, mathematical modelling



