Prace Instytutu Mechaniki Gorotworu PAN
Tom 12, nr 1-4, (2010), s. 237-251
© Instytut Mechaniki Gorotworu PAN

Badania modelowe efektow reodynamicznych
w rozgalezieniach przewodow wzorowanych na ukladach
biologicznych (problem stenozy)

MAaRIUszZ R. SEAWOMIRSKI

Instytut Mechaniki Gorotworu PAN, ul. Reymonta 27; 30-059 Krakow

Streszczenie

Rozgalgzienia naczyn krwiono$nych wystepuja powszechnie w organizmach ludzkich i zwierzgcych, zaréwno
w systemach naczyn tetniczych jak i Zylnych. Obraz przeptywu w obszarach bifurkacji oraz w ich sasiedztwie daleki
jest od regularnego profilu Poisseuille’a. W rozgatgzieniach istotna rolg odgrywaja zjawiska w warstwie granicznej,
a efekty typu oderwania i przeptywu recyrkulacyjnego modyfikuja w sposob istotny rozktady predkosci, cisnienia
1 wirowosci.

Z medycznego punktu widzenia obszary rozgalgzien sa dos¢ ‘wrazliwe’ ze wzgledu na wystgpujace w nich
czgsto zjawiska o istotnym znaczeniu klinicznym. W sasiedztwie punktéw bifurkacji zaobserwowano powstawanie
i rozwoj ztogow atherosklerotycznych (tzw. atheromatic plaque) zbudowanych m.in. z lipoprotein niskiej gestosci
(low density lipoproteins — LDL) pierwotnie zawartych w osoczu krwi. Istnieje w tej materii przekonujaca doku-
mentacja medyczna w odniesieniu do naczyn wiencowych i moézgowych, znane sa tez doniesienia dotyczace naczyn
innych narzadow, np. watroby czy nerek.

Ruch ptynu w sasiedztwie rozgatezien ma charakter przeptywu spowalniajacego (ang. decelerating flow).
Zachowanie si¢ warstwy granicznej jest wowczas opisane nieliniowym rownaniem rézniczkowym 11 rzedu, ktore
rozwiaza¢ mozna zmodyfikowana metoda strzatdw (ang. schooting metod). Rownanie to posiada w pewnych ob-
szarach rozwiazania regularne, w innych wystgpuja rodziny konkurencyjnych rozwiazan, z ktorych tylko niektore
posiadaja sens fizykalny. Jako kryterium eliminacji rozwiazan ‘niefizykalnych’ przyjgto obraz rotacji predkosci.
W sensie matematycznym oderwanie warstwy granicznej jest konsekwencja osobliwosci opisujacych jej zachowanie
rozwiazan rownan samopodobnych.

Wyznaczone numerycznie obszary oderwania wykazuja daleko idaca korelacj¢ z rejestrowanymi klinicznie
strefami tworzenia si¢ ztogdéw atherosklerotycznych. Doprowadzito to autora do sformutownia wniosku, ze two-
rzenie atheromy jest $cisle zwiazane z uszkodzeniem endothelium (tj. specjalnej pojedynczej warstwy komorek
wyscielajacej wszystkie naczynia krwionosne organizméw ludzkich i zwierzgcych) w zwiazku z nadmiarem wiro-
wosci w poblizu $cianki, oderwaniem warstwy granicznej i rozwojem przeplywu recyrkulacyjnego w podobszarze
zmniejszonych predkosci w sasiedztwie rozgalgzienia. Poniewaz wspomniane zjawiska reodynamiczne wystegpuja
glownie we wstepnych odcinkach bocznych odgatezien duzych tgtnic, nalezy si¢ tam spodziewac postepujacej stenozy,
tj. stopniowej redukcji $wiatta naczyn, co klinicznie przejawia si¢ w postaci niedokrwistosci narzadowej, a nawet
zawalow, w szczegolnosci w odniesieniu do pacjentéw z grup wysokiego ryzyka dla ktorych charakterystyczne sa
wysoki poziom LDL, nadci$nienie tgtnicze oraz palenie tytoniu.

Stowa kluczowe: bioreodynamika, haemodynamika, warstwa graniczna, uktad krazenia, atheroskleroza, stenoza

1. Problem przeplywéw w naczyniach krwionosnych

Rozgatezienia naczyn krwiono$nych wystegpuja powszechnie w organizmach ludzkich i zwierzecych,
zardbwno w systemach naczyn tetniczych jak i zylnych. Obraz przeptywu w obszarach bifurkacji oraz w ich
sasiedztwie daleki jest od regularnego profilu Poisseullie’a. Nie sa to jedyne miejsca w uktadzie krazenia,
w ktorych przeptyw krwi wykazuje nieregularnosci i osobliwosci (Pedley, 1980; Ghista, 2010).

Nalezy mie¢ na uwadze, ze w przeciwienstwie do informacji zawartych w wielu ksiazkach dotyczacych
fizjologii uktadu krazenia ruch krwi w zytach i tetnicach w wigkszosci sytuacji r6zni si¢ zdecydowanie od
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przeplywu Poisseuille’a. Pomimo, iz zarowno przeplyw Poisseuille’a jak i przeptyw hemodynamiczny sa
przeplywami lepkimi, istniejace réznice wynikaja z nastgpujacych powodow:
i. Model przeptywu Poisseuille’a odnosi si¢ jedynie do dtugich prostoliniowych przewodow o statych
i niewielkich przekrojach;
ii. Dhugie, prostoliniowe t¢tnice i zyly o statych przekrojach w zasadzie nie wystgpuja w organizmach
ludzkim i zwierzat wyzszych;
iii. W krotkich tetnicach i zytach efekty wlotu i wylotu modyfikuja znacznie obraz przeptywu (ang. flow
pattern);
iv. Bifurkacje tetnic i zyt w organizmach ludzkim i zwierzat wyzszych wystgpuja czgsto;
v. Patologiczne zmiany przekrojow arterii sa czgsto spotykane, w szczegdlnosci w przypadku starszych
pacjentow.
vi. W takich warunkach osobliwosci przeptywu zwiazane z zachowaniem si¢ warstwy granicznej staja
sig istotne, a ich obecno$¢ nie moze by¢ pominigta.
vii. W aortach duzych ssakow (ston, byk, kon, niedzwiedz) przeptyw moze mie¢ charakter turbulentny.

W rozgal¢zieniach i ich sasiedztwie istotna rol¢ odgrywaja zjawiska w warstwie granicznej, a efekty
typu oderwania i przeptywu recyrkulacyjnego modyfikuja w sposob istotny rozktady predkosci, cisnienia
i wirowosci (Pedley, 1976; Slawomirski, 2010). Przez warstweg graniczng rozumie si¢ spojny obszar w pty-
nie w poblizu sztywnych $cianek, w ktorym lepko$¢ ptynu i ksztatt Scianek wptywaja decydujaco na obraz
przeplywu.

2. Warstwa graniczna

Zgodnie z koncepcja warstwy granicznej sformutowana przez Prandtla (1904) ruch ptynu w jej obszarze
ma charakter wirowy, a lepko$¢ powoduje, ze na §ciance ciata statego zachodzi warunek bezposlizgowosci,
tj. rownolegta do $cianki sktadowa wektora predkosci ptynu u, oraz normalna do $cianki sktadowa wektora
predkosci ptynu u, sa rOwne zeru:

”x(x’y)‘yzo =0 (1)

uy (53)], =0 2)

Zmienna x oznacza tutaj wspolrzedna rownolegla do Scianki, a zmienna y oznacza wspotrzedna pro-
stopadia do $Scianki przyjmujaca warto$¢ zerowa na samej Sciance.

Natomiast w przeplywie glownym (ang. mainflow), tj. poza warstwa graniczng wirowos$¢ ptynu zanika,
a jego ruch nie r6zni si¢ wiele od przeptywu potencjalnego wtasciwego dla ptynow idealnych. Inaczej mo-
wiac, lepki przeptyw wirowy jest typowy dla warstwy granicznej, natomiast poza nig wystepuje potencjalny
przeptyw nielepki (Prandtl, 1904).

Granica migdzy przeptywem zasadniczym a warstwa graniczng jest rozmyta, a przejscie migdzy oby-
dwoma obszarami stopniowe. Najczesciej przyjmuje sig, ze zewngtrzny brzeg warstwy granicznej znajduje
si¢ tam, gdzie styczna skladowa predkosci u, osiaga 0.99 predkosci niezaburzonego strumienia zasadni-
czego U. Pozwala to przyja¢ nastgpujacy warunek brzegowy na zewngtrznej granicy warstwy granicznej
0 miazszosci J:

U 3)

ux(xzy) y=5 =

Podane przez Prandtla (1904) rownania opisujace ruch plynu w warstwie granicznej uzyskane zostaty
w wyniku uproszczenia rownania Naviera-Stokesa. Przyjmuja one nastgpujaca postac:
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Szczegotowa analiza modelu warstwy granicznej tacznie z wyprowadzeniem rownan (4), (5) przed-
stawiona jest w monografii Schlichtinga (1965).

Blasius (1908) podat rozwiazanie samopodobne rownan Prandtla (4), (5) dla optywu w otoczeniu
plaskiej, cienkiej plyty ustawionej rownolegle do naptywajacego jednorodnego strumienia ptynu. Rozwia-
zania Blasiusa sa jednoznaczne i regularne; opisuja one stopniowy wzrost miazszos$ci warstwy graniczne;j
poczynajac od nadwietrznej krawedzi plyty. Badania empiryczne przeprowadzone m.in. przez Nikuradsego
potwierdzily zadziwiajaca zgodnosc¢ rozwigzania teoretycznego z uzyskanymi wynikami do§wiadczalnymi.

Rozwiazanie Blasiusa pozwala na wyjasnienie majacego miejsce przy wlocie do rury odprowadzajace;
ptyn z duzego zbiornika stopniowego zanikania jednorodnego rdzenia przeplywu a zarazem stopniowego
narastania laminarnej warstwy granicznej poczynajac od $cianek rury w kierunku jej osi. Rozwinigty prze-
ptyw Poisseuille’a ma wowczas miejsce dopiero od punktu, w ktérym laminarna warstwa graniczna obejmie
caly przekroj rury.

Zjawiska zachodzace w warstwie granicznej wplywaja w sposob decydujacy na obraz przeptywu
w poblizu rozgatgzien przewodow i arterii. Charakterystyczne dla warstwie granicznej zjawiska jak oderwania
i przeptyw recyrkulacyjny modyfikuja w sposob istotny rozktady predkosci, ci$nienia i wirowosci.

Vasa vasorum

Nerve Tunica
adventitia

External elastic |
membrane ~Tunica

Smooth muscle | Intima

Internal elastic
membrane

Tunica

Lamina propria |- o 4io

(smooth muscle
membrane ., connective
Endothelium tissue)

Fig. 1. Budowa naczyn krwiono$nych ssakow.

Zrédto: http://www.google.pl/imgres?imgurl=http://www.cureheartdisease.us/images/endo2. jpg&imgrefurl=http://www.cure-
heartdisease.us/&usg=__yoc8yej6omLygbaylkFU6tys6kc=&h=248 & w=364&sz=20&hl=pl&start=0&zoom=1&tbnid=odSIf{M
SFLEMMZM:&tbnh=131&tbnw=193&prev=/images%3Fq%3Dartery%2Bconstruction%26um%3D1%26h1%3Dpl%26biw%3
D1019%26bih%3D547%26tbs%3Disch: 1 &um=1&itbs=1&iact=hc&vpx=629&vpy=79&dur=4150&hovh=185&hovw=272&

tx=123&ty=93&ei=tmUkKTYDTL4W;j8QPq2tWFBw&oei=tmUkTYDTL4W;j8QPq2tWFBw&esq=1&page=1&ndsp=15&ve-

d=1t:429,1:3,s:0

3. Atheroskleroza

Z medycznego punktu widzenia obszary rozgatezien sa dos¢ ‘wrazliwe’ ze wzgledu na wystepujace
w nich czgsto zjawiska o istotnym znaczeniu klinicznym. W sasiedztwie punktéw bifurkacji zaobserwowano
powstawanie i rozw0j ztogdéw atherosklerotycznych (tzw. atheromatic plague). W srodowiskach medycznych
panuje przekonanie, ze rozw0j procesow athero-sklerotycznych wplywa niekiedy w sposob decydujacy na
czas trwania zycia ludzkiego.
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Atheroskleroza polega na osadzaniu si¢ substancji zawartych pierwotnie w osoczu krwi na §ciankach
naczyn krwiono$nych. Prowadzi to do powstawania ztogéw atherosklerotycznych oraz przewgzenia §wiatta
naczyn utrudniajacego lub wrecz uniemozliwiajacego doptyw krwi do waznych czynnosciowo narzadow
(tzw. ‘stenoza’).

Zrozumienie istoty tych proces6w wymaga wyjasnienia pokazanej na Fig. 1 budowy tetnic zyl nie-
znanej niemal poza specjalistycznym $rodowiskiem medycznym.

Sciany tetnic i zyt wszystkich ssakow wyscielone sa specjalna pojedyncza warstwa komorek, zwanych
endothelium. Sa one odzywiane bezposrednio przez ptynaca w naczyniach krew; jednym z ich zadan jest
lokalna produkcja substancji uplynniajacych uniemozliwiajacych tworzenie si¢ przypadkowych skrzepow
w arteriach. Endothelium otoczone jest tzw. ‘membrana podstawowa’ oraz nast¢pujaca po niej cieniutka
warstwa migéni gladkich oraz tkanki tacznej tworzaca tzw. lamina propria. Pokrywa ja cienka, lecz silnie
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Fig. 2. Obraz rozwoju dysfunkcji endothelium prowadzacy do procesu atherosklerotycznego
w naczyniach ludzkich i zwierzecych.

Zrédto: http://www.google.pl/imgres?imgurl=http://scienceblogs.com/denialism/images/atherosclerosis.jpg&imgrefurl=http:/
scienceblogs.com/denialism/2007/11/ask_a_scienceblogger which par.php&usg= tMzZTO4HiWKXTH7Ul4SaRuk8LPk=&h=
5498&w=500&sz=134&hl=pl&start=0&zoom=1&tbnid=987ge8ZKwF4QoM:&tbnh=130&tbnw=118&prev=/images%3Fq%3Da-
therosclerosis%26um%3D1%26h1%3Dpl%26sa%3DN%26biw%3D1019%26bih%3D547%26tbs%3Disch: 1 &um=1&itbs=1&ia
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sprezysta warstwa, tzw. ‘powtoka wewngtrzna’, zbudowana z tzw. ‘elastylu’. Powloka ta otoczona jest dos$¢
gruba warstwa migéni gladkich umozliwiajacych kurczenie sig i rozszerzanie srednicy naczyn. Warstwa mig-
$niowa przykryta jest z kolei sprezysta ‘powtoka zewnetrzna’. Otacza ja warstwa tkanki tacznej zbudowana
glownie z kolagenu i elastylu, zwana tunica adventitia. Znajduja si¢ w niej nerwy sterujace praca naczy-
niowych migsni gladkich oraz tzw. vasa vasorum (tj. ‘naczynia naczyn’) transportujace i odprowadzajace
krew do i z migé$ni naczyniowych.

Powloki, zbudowane gltownie z elastynu wykazuja wlasnos$ci nieliniowo sprezyste, natomiast mig-
$nie, zawierajace dodatkowo kolagen i elastyn charakteryzuja si¢ lepkosprezystoscia z wyraznym czasem
relaksacji naprgzen.

Wedtug aktualnego stanu wiedzy nie ulega watpliwosci, ze proces atherosklerotyczny zwiazany jest
z uszkodzeniem endothelium.

Generalnie, istnieja dwie glowne koncepcje dotyczace etiologii zjawisk atherosklerotycznych. Zgodnie
z koncepcja inkrustacyjna sformutowang jeszcze w polowie XIX wieku przyczyna atherosklerozy sa zabu-
rzenia krzepnigcia prowadzace do powstawania przysciennych zakrzepow, ktore wtornie wywotuja rozwoj
atheromy, tj. zlogow atherosklerotycznych.

Nowsze koncepcje, okreslane jako filtracyjno-sedymentacyjna teoria rozwoju atherosklerozy przyj-
muja, ze przyczyna atherosklerozy jest uszkodzenie endothelium, naciekanie §cian arterii substancjami za-
wartymi w osoczu krwi z wtornym rozwojem atheromy i powstawaniem powiktan zakrzepowych (Wissler,
1989, 1981, Lee, 1985). Inaczej mowiac, etiologia atherosklerozy zwiazana jest z postgpujaca dysfunkcja
endothelium. W wyniku postgpujacego uszkodzenia endothelium substancje rozproszone koloidalnie
w osoczu krwi, w szczegdlnosci czasteczki cholesterolowe, tzw. ‘lipoproteiny niskiej gestosci’ (low density
lipoproteines — LDL) infiltruja $ciany naczyn przechodzac pod warstwg endothelium. W rezultacie tworza
si¢ zlogi atherosklerotyczne (atheromatic plaque), zawierajace, w dalszej fazie procesu wktadki fibryny
oraz soli wapnia. Wplyw lipoiprotein na zaburzenia krzepnigcia oraz rozwdj athromatic plaque jest szeroko
udokumentowany w literaturze specjalistycznej i obejmuje dziesiatki pozycji, z ktorych najbardziej cha-
rakterystyczne zamieszczono w bibliografii zataczonej do niniejszego artykutu. Poszczegolne fazy procesu
atherosklerotycznego, postepujacego wraz z wiekiem pacjenta, przedstawione sa na Fig. 2. Natomiast foto-
grafi¢ rzeczywistej atheromatic plaque przedstawia Fig. 3.

Fig. 3. Fotografia rzeczywistej atheromatic plaque. Zrédto: Internet
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Zejsciowa forma procesu sa tromboza oraz hematoma, tj. otwarte uszkodzenia $cian naczyn oraz two-
rzenie si¢ zakrzepow, schematycznie pokazane na Fig. 4. Zerwanie takiego skrzepu i zablokowanie wigkszej
tetnicy podstawowych narzadow prowadzi do zatorow i/lub zawatow, czgsto o skutkach terminalnych.

Endothelium

Diseased Artery

Fig. 4. Schematyczny obraz atheromatic plaque z hematoza i tromboza. Zrodto: Internet

Szeroko zakrojone badania epidemiologiczne wskazuja wyraznie na nastgpujace podstawowe czynniki
ryzyka w procesie atherosklorotycznym:
i. nadci$nienie tgtnicze pierwotne;
ii. hipoxia zwiazana z paleniem tytoniu (obnizony poziom O,, podwyzszony poziom CO i CO,);
iii. wysoki poziom lipidow (zwlaszcza LDL) we krwi,
iv. wywolane czestym stresem uwalnianie niektorych hormonow do krwi.

Jak juz uprzednio zaznaczono, proces atherosklerotyczny prowadzi do rozwoju stenozy naczyn tgtni-
czych. Zauwazono przy tym, ze stenoza pojawia si¢ rzadko w tgtnicach gtownych; jest ona natomiast czgsto
obecna w poczatkowych fragmentach tgtnic bocznych bezposrednio za miejscami bifurkacji arterii. Istnieje
w tej materii przekonujaca dokumentacja medyczna w odniesieniu do naczyn wiencowych i moézgowych,
znane sg tez doniesienia dotyczace naczyn innych narzadow, np. watroby czy nerek.

Fig. 5. Zarejestrowany obraz stenozy w lewej tetnicy nerkowej. Zrodto: Internet
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Fig. 5 przedstawia zarejestrowany obraz zaawansowanej stenozy w lewej tetnicy nerkowej. Fig. 6
przedstawia zarejestrowany obraz zaawansowanej stenozy bocznej tgtnicy mozgowe;j. Z kolei Fig. 7 przed-
stawia obraz stenozy bocznej tetnicy wiencowej u 45-letniej pacjentki. Nietrudno zauwazy¢, ze wszystkie
te obrazy odnosza sig do tgtnic bocznych.

Fig. 6. Obraz zaawansowanej stenozy bocznej tgtnicy mozgowej; stan przed rewaskularyzacja z lewej
i po anginoplastii z prawej. Zroédto: Internet

Fig. 7. Obraz stenozy bocznej tetnicy wiencowej (LCX) u 45-letniej pacjentki. Zrodto: Internet
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4. Problem lokalizacji miejsc powstawania zlogow

Pozostaje wyjasnienie, dlaczego procesy destrukcyjne rozwingty si¢ w pokazanych wyzej miejscach.
Wydaje sig, ze lokalizacja uszkodzen arterii 1 miejsca, w ktorych rozwingla si¢ stenoza sugeruja istotna
rol¢ czynnikow hemodynamicznych w powstawaniu i rozwoju dysfunkcji. Ich wyjasnienie nie jest jednak
Sprawa prosta.

W literaturze spotkac si¢ mozna z sugestia (Fry, 1968), ze pierwotna przyczyna uszkodzenia endo-
thelium sa nadmierne wartos$ci naprgzen stycznych na wewngtrznych sciankach naczyn.

Zgodnie z klasyczna teorig spre¢zystosci naprezenie rownoleznikowe o, i poludnikowe o, na cienkiej
powloce sprezystej zaleza liniowo od ci$nienia wewngtrznego P i wyrazaja si¢ wzorami:

PD
- 6
%=, (6)
PD
— 7
o, ™ (7

gdzie g jest gruboscia powtoki a D jej $rednica. Poniewaz stan naprezenia jest dwuosiowy, zatem naprezenie
zastegpcze o obliczy¢ mozna zgodnie z hipoteza energetyczng Hubera, ktora daje:

2
GZQ,\/(G,%—G,,Z) +o2+0f = 32D ®)
2 4g

Wzory powyzsze nalezy traktowacé jedynie jako zgrubne przyblizenie, gdyz rzeczywiste arterie nie sa
naczyniami cienko$ciennymi, a ich sprezystos¢ (a raczej lepkosprezystosé) jest wyraznie nieliniowa. Nie-
mniej, przedstawione formuty pozwalaja wyciagna¢ pewne wnioski o charakterze jakosciowym dotyczace
rozwazanego zjawiska.

Stwierdzono bowiem jednoznaczny zwiazek naprezen stycznych z przepuszczalnos$cia Scianki tetnicy
(Fry, 1968). Thumaczy to wplyw nadcisnienia t¢tniczego na rozwdj atherosklerozy, gdyz zwigkszone napre-
zenia na $ciankach powoduja ‘rozsuwanie’ komorek, a zatem wzrost przepuszczalnosci §cianek i tatwiejsze
przenikanie lipidow pod warstwe endothelium. Ponadto przy oscylacji naprgzen stycznych obserwowano
silna zalezno$¢ przepuszczalno$ci od amplitudy oscylacji, szczegoélnie, kiedy przekracza ona 5 Pa (Fry, 1968).
W takim przypadku turbulencja wptywac¢ powinna w sposéb istotny na rozwoj atherosklerozy.

Z drugiej jednak strony Caro, Fitz-Gerald i Schroter (1981) zakwestionowali przedstawiong tu hi-
potezg naprezeniowa dowodzac, ze atheromatic plaque tworzy si¢ w obszarach o niewielkich warto$ciach
naprezen stycznych. Ponadto, jak juz wczesniej zaznaczono, ztogi atherosklerotyczne spotyka sig czgsciej
w bocznych tetnicach o zdecydowanie laminarnym charakterze przeptywu. Nalezatoby wigc szukac innego
wyjasnienia przyczyny pierwotnego uszkodzenia endothelium.

5. Reodynamiczne wyjasnienie problemu

Zauwazmy, ze poczatkowe fragmenty naczyn bocznych, gdzie nastgpuje rozwoj atherosklerozy
i stenozy, potozone sa w bezposrednim sasiedztwie miejsc bifurkacji naczyn, gdzie przeptyw ma charakter
deceleracyjny (ang. decelerating flow).

Przeplyw akceleracyjny (ang. accelerating flow) jak i deceleracyjny spotyka si¢ w poblizu $cianek
ustawionych uko$nie do naptywajacego strumienia, przy czym przeptyw akceleracyjny obserwuje si¢ przy
naptywie potencjalnego strumienia na klin (Fig. 8), natomiast przeptyw deceleracyjny obserwuje si¢ przy
spltywie potencjalnego strumienia z klina (Fig. 9).

Potencjalny ruch ptynu w poblizu punktu stagnacji na ptycie prostopadtej do kierunku naptywu opisuje
si¢ przy pomocy nastgpujacej funkcji zmiennej zespolone;j:

F(Z):zz:(x+yi)2:(x2—y2)+2xyi )

tj.:
F(z)=®(x,y)+i¥Y(x,y) (10)
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A

Fig. 8. Przyktad przeptywu akceleracyjnego — obraz potencjalnego naptywu na klin

W/

Fig. 9. Przyklad przeptywu deceleracyjnego — obraz potencjalnego sptywu z klina

gdzie @ jest potencjatem predkosci, a ¥ jest funkcja pradu, przy czym w naszym przypadku zarbwno poten-
cjat predkosci jak i funkcja pradu przyjmuja posta¢ dwoch rodzin wzajemnie ortogonalnych hiperbol:

D(x,y) = x> -y’ (11)
Y(x,y)=2xy (12)

Natomiast potencjalny ruch ptynu w poblizu plyty ustawionej ukosnie do kierunku naptywu opisuje
si¢ przy pomocy nastgpujacej funkcji zmiennej zespolonej:

F(z)=z"=(x+yi)" (13)
Zatem rozktad predkosci przeptywu potencjalnego w poblizu nachylonej $cianki bgdzie miat po-
stac:
U(x) =cx™ (14)
Rozktad ten stanowi¢ bedzie zarazem warunek brzegowy na zewngtrznej granicy warstwy granicz-
nej:

m

u.(x,y) ‘y_m =cx

(15)
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Przedstawiajac sktadowe predkosci przeplywu w warstwie granicznej przy pomocy funkcji pradu
Y(x, »):

_ 0¥ (xy)
- (16)
uy:_a‘*’é+y) (17)

i podstawiajac wyrazenia (16), (17) do rownania (4) otrzymamy nastepujacy odpowiednik rownania Prandtla
dla warstwy granicznej w poblizu nachylonej ptyty:

O (x,y) 02 (x,) | O¥E) IP(xy) ydU  u 3 (x,y)

18
oy O0x 0y Ox ayz dx p 6y3 (18)
tj.
OW(x,y) 0¥ (x,y) OY¥(x,y) O2¥(x, P (x,

(x.y) 0¥ (xy)  O¥(x.y) (;f V) 2w M (336 Y) (19)

oy Ox 0y ox oy p Oy

Funkcji W(x, ) mozna poszukiwaé w postaci:
L

Y(x,y)=——=Ux)G(x)f(<, 20
(y)m()()(én) (20)

gdzie L jest wymiarem charakterystycznym, a £ nowa zmienna niezalezng zdefiniowang w sposob:
X
=— 21
£=7 €2y

Dla pewnych postaci funkcji G(x) rownanie Prandtla (19) posiada wowczas rozwiazania samopo-
dobne, tj. takie, dla ktorych funkcja f jest niezalezna od ¢. Funkcja f () musi woéwczas spelnia¢ nieliniowe
réwnanie rézniczkowe trzeciego rz¢du zwane roéwnaniem Falknera-Skana (1930, 1931):

5 2
il

d>f(n)
d 173

Dla przeptywu w sasiedztwie pochylej ptyty rownanie to, aby spelniato warunek brzegowy (15), moze
by¢ przedstawione w nastepujacej postaci:

> d> drm))
dn? 2 dn? dn
Wprowadzajac nowe parametry zdefiniowane w sposob:

2m
p= m+1 24

m+1
o=,[——n (25)

2

m+1

p= —2f (26)

mozemy rownaniem Falknera-Skana (22) wyrazi¢ w nastgpujacej rownowaznej postaci:

3 O 2 (o3 (o3 :
D o) X Mﬂ{l—(dm )] }0 @7

do’ 2 do
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Dla0<f4<2,tj.dlam > 1 mamy przeplyw przyspieszajacy (ang. accelerating flow) reprezentujacy
naptyw na klin o kacie 2a = zf, pokazany na Fig. 8.

Dla-2<4<0, tj. dla—1/2 <m < 0 mamy przeptyw opdzniajacy (ang. decelerating flow) reprezen-
tujacy sptyw z klina o kacie 2a = zf, pokazany na Fig. 9.

Przypadek =1, tj. dla m = 1 odpowiada przeplywowi przy$pieszajacemu stanowiagcemu naptyw na
punkt stagnacji umieszczony na plaskiej plycie normalnej do kierunku naptywajacego strumienia. Nato-
miast przypadek f =0, tj. dla m = 0 odpowiada przeptywowi neutralnemu wokot plaskiej ptyty ustawione;j
réwnolegle do kierunku naptywajacego strumienia.

Reasumujac przypadek m > 1 odnosi si¢ do przeptywow przyspieszajacych, przypadek m < 1 odnosi
si¢ do przeptywow opo6zniajacych, natomiast przypadek m = 0 tj. = 0 odnosi si¢ do warstwy granicznej
Blasiusa.

Znalezienie rozwigzan réwnania Falknera-Skana stanowi powazny problem. Zastosowanie stan-
dardowych metod numerycznych zazwyczaj zawodzi, gdyz rdwnanie to posiada w pewnych obszarach
rozwiazania regularne, w innych natomiast wystgpuja rodziny konkurencyjnych rozwiazan, z ktérych tylko
niektore posiadaja sens fizykalny. Dopiero zastosowanie zmodyfikowanej metody strzatow (ang. schooting
metod) daje poprawne wyniki, przy czym jako kryterium eliminacji rozwiazan ‘niefizykalnych’ przyjac
najlepiej obraz rotacji predkosci.

Szczegotowe badania wykazaty, ze dla f > 0 rozwiazania rownania Falknera-Skana sa regularne,
i reprezentuja one regularny przeptyw w warstwie granicznej. Ponadto, dla 0 < 3 < 1 rozwiazania rownania
Falknera-Skana sa jednoznaczne.

Dla przypadkow =1, tj. m = 1 oraz § = 0, tj. m = 0 rozwiazania rownania Falknera-Skana sa regu-
larne i jednoznaczne.

Dla f <0 istnieje zbior konkurencyjnych rozwiazan rownania Falknera-Skana. Ich postac¢ jest rozmaita,
a wigkszos$¢ z nich nie opisuje zadnego ruchu plynu, ani nie posiada nawet znaczenia fizykalnego.

Istnieje ponadto nastgpujacy punkt bifurkacji rodziny rozwiazan:

Py =-1.988376 (28)

Dla 0 > § > B, istnieja regularne rozwiazania rownania Falknera-Skana odpowiadajace przeptywowi
recyrkulacyjnemu, a obok nich konkurencyjne rozwiazania ‘nieakceptowalne fizykalnie’. Dla f < 5, problem
istnienia rozwiazan rownania Falknera-Skana jest przedmiotem kontrowersji. Mimo, iz ‘udowodniono’,
7e rozwiazania w tym zakresie nie istnieja, w ostatnich latach podane zostaty przyktady takich rozwiazan.
Zagadnienie istnienia rozwiazan roéwnania Falknera-Skana spetniajacych wymagane warunki brzegowe dla
[ < B pozostaje w chwili obecnej kwestia otwarta.

Akceptowalne rozwigzania rownania Falknera-Skana dla r6znych warto$ci parametru f uzyskane
zmodyfikowana metoda strzatow pokazane sa na Fig. 10.

Zauwazmy, ze dla przeptywu deceleracyjnego akceptowalne rozwiazania rownania Falknera-Skana
odpowiadaja w wielu przypadkach przeplywowi odwroconemu, tj. takiemu, w ktérym kierunek ruchu ptynu
w warstwie granicznej jest przeciwny do zasadniczego kierunku ruchu ptynu w przeptywie zasadniczym.
Powstawanie ruchu odwroconego jest niemozliwe bez wystapienia linii osobliwej w rozwiazaniu réwnania
Prandtla. Zatem przeptyw odwrocony w warstwie granicznej zwiazany jest z jej oderwaniem, a wspomniana
linia osobliwa staje si¢ zarazem linia oderwania. Ze wzgledu na ograniczony $ciankami obszar ruchu ptynu
(ang. confined flow) oderwanie warstwy granicznej prowadzi¢ bedzie do powstawania obszaréw recyrkula-
cyjnych z zawartymi wewnatrz nich wirami.

Wida¢ zatem wyraznie, Ze w sensie matematycznym oderwanie warstwy granicznej jest konsekwencja
osobliwos$ci opisujacych jej zachowanie rozwigzan rownan samopodobnych.

Zauwazmy, ze transport krwi w punktach rozgatgzien naczyn posiada w znacznym stopniu charakter
przeptywu deceleracyjnego. Nalezy wigc spodziewac si¢ tam oderwania warstwy granicznej i powstawania
obszardéw recyrkulacyjnych.

W celu potwierdzenia tego wniosku przeprowadzono numeryczne symulacje przeptywu w otoczeniu
rozgatezienia arterii. Do symulacji zastosowano program FLUENT oparty na numerycznym rozwiazywaniu
réwnania Naviera-Stokesa. Przyjgto, ze $rednia predkos¢ ruchu w arterii bocznej jest znacznie mniejsza niz
w arterii glownej. Przyktadowe wyniki symulacji (jedne z wielu uzyskanych) pokazano na Fig. 111 12.

Fig. 11 przedstawia kontury odpowiadajace jednakowej wartosci wirowosci pola predkosci w sa-
siedztwie rozgatezienia.
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Fig. 10. Zbior krzywych reprezentujacych zaleznos¢ predkosei od # dla =10, 2, 0.5, 0, 0.1, -0.15, =018, S, dla przeptywu
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regularnego, i dla f =-0.18, -0.15, -0.1, —0.05, —0.025, —0.01 dla przeptywu odwroconego

Contours of Vorticity Magnitude (1/s)

Sep 17, 2010
FLUENT 6.2 (2d, dp, segregated, lam)

Fig. 11. Kontury jednakowej warto$ci wirowosci pola predkosci. Kolor odpowiada magnitudzie wirowosci
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Fig. 12 przedstawia wektory predkosci plynu w sasiedztwie rozgatezienia. Wir recyrkulacyjny w po-
czatkowym fragmencie bocznego odgalgzienia arterii jest wyraznie widoczny.

Porownujac obrazy przedstawione na Fig. 5 i 6 z obrazami pokazanymi na Fig. 11 i 12 nietrudno
dojs¢ do wniosku, ze miejsca lokalizacji stenozy w naczyniach wykazuja wyrazng korelacje z obszarami
wystgpowania przeptywu recyrkulacyjnego powstajacymi w wyniku oderwania warstwy granicznej w po-
blizu rozgalezien arterii.

Z istnieniem obszardéw recyrkulacyjnych wiaza si¢ dodatkowe efekty mogace wptywaé na powstawanie
i rozw0j dysfunkcji w obrebie endothelium.

W obszarach recyrkulacyjnych naprezenie styczne na $ciankach moze by¢ drastycznie zwigkszone
w punkcie oderwania lub jego otoczeniu, natomiast ci$nienie jest na ogot mniejsze niz w przeptywie zasad-
niczym i zwigksza sig¢ fagodnie zgodnie z jego kierunkiem.

Ponadto, w obszarach recyrkulacyjnych transport czastek zawartych w osoczu (w tym lipidéw) od-
bywa si¢ powoli i powtarza sig cyklicznie w poblizu $cianki, przez co zwigksza si¢ prawdopodobienstwo
ich ‘przechwycenia’ i przeniknigcia pod warstwg endothelium.
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Fig. 12. Wektory predkosci ptynu w sasiedztwie punktu rozgalgzienia. Kolor odpowiada magnitudzie predkosci

Recyrkulacja wiaze si¢ ze zmniejszeniem wymiany pltynow oraz izolacja poprzez potprzepuszczalna
powierzchnig oderwania. Powierzchnia ta posiada t¢ wlasno$¢, ze w warunkach stacjonarnych do obszaru
recyrkulacyjnego mozna wejs¢, nie mozna natomiast z niego wyjs$¢. Sytuacja taka prowadzi¢ bedzie do hi-
poxii i wtornego uszkodzenia endothelium. Niestacjonarny charakter ruchu i zmiana warunkow przeptywu
hemodynamicznego eliminuja w duzym stopniu ten efekt, lecz jego wieloletnie nagromadzenie si¢ prowadzi¢
moze do wymiernych efektow.

6. Wniosek koncowy

Na podstawie powyzszych uwag autor niniejszego opracowania czuje si¢ upowazniony do sformu-
lowania koncowego wniosku generalnego, zgodnie z ktérym rozwoj proceséw atherosklerotycznch i w ich
nastepstwie postep stenozy w tetnicach uktadu krwiono$nego jest bezposrednio zwiazany z wirami recyr-
kulacyjnymi tworzonymi w wyniku oderwania warstwy granicznej. Dotyczy to w szczegdlnosci w poczat-
kowych fragmentow tetnic drugorzednych, w ktorych oderwanie warstwy granicznej zachodzi w zwiazku
z deceleracyjnym przeptywem krwi w obszarach bifurkacji naczyn.
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Whniosek powyzszy stanowi powtorzenie a zarazem przedstawienie polskojgzycznej wersji wniosku
sformutowanego przez autora podczas prezentacji General Lecture na 17" International Conference on
Mechanics in Medicine and Biology, ktora odbyla si¢ we wrzesniu biezacego roku.

Podziekowanie

Niniejsza publikacja stanowi prezentacj¢ wynikéw uzyskanych w trakcie realizacji zadania K3/ZV-B3/P1
Badania modelowe efektow reodynamicznych w rozgatezieniach przewodow wzorowanych na ukiadach
biologicznych (problem stenozy) wykonywanego w ramach prac statutowych Instytutu Mechaniki G6-
rotworu PAN w 2010 roku.
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Investigations of Rhedynamic Effects in the Vicinity of Tube Branches Simulating Bifurcations of
Biological Arteries (Stenosis Problem)

Abstract

Branch points of vessels constituting circulatory system are encountered commonly in human and animal
organisms. The flow paterns in bifurcation zones and in their vicinity differ significantly from the regular Poisseuille
motion. In branch zones boundary layer effects as separation and recirculating flow are crucial, and they modify
significantly the distribution of velocity, pressure and vorticity.

From the medical point of view branch zones are ‘sensitive’ owing to significant clinical phenomena. In the
bifurcation zones and in their vicinity the infiltration of low density lipoproteins (LDL) under the endothelial layer,
and the development of the atheromatic plaque have often been observed. There are many reports about clinical
observations concerning this matter, especially those referring to renal and celebral arteries.

Fluid motion in the branch zones is represented by decelerating flow. The behaviour of the boundary layer is
then described by non-linear differential equation which may be solved by means of the modified schooting metod.
In the certain zone the equation posesses the regular solution; in another zone there exist families of concurrent
solutions, and only rare of them are physically acceptable. The distribution of vorticity has been applied as the final
criterion of acceptability of solutions. From the mathematical standpoint the separation of the boundary layer is
implied by singularities of self-similar solutions of differential equations describing fluid motion.

The separation zones determined as the result of numerical simulations are co-related with the location of
atherosclerotic plaques. Consequently the author has formulated the thesis according to which the formulation and
dvelopment of atherosclerotic phenomena is related to the damage of endothelial cells and implied by the separation
of boundary layer, surplus of vorticity, and recirculating flows in deceleration flow zones in the vicinty of bifurcations.
The rheodynamic phenomena mentioned here are observed near the inlet of secordary arteries, and consequently,
the stenosis in those zones may be deveoped, especially for the patients of high risk group (high LDL level in blood,
blood overpressure, smoking).

Keywords: biorheodynamics, haemodynamics, boundary layer, circulatory system, atherosclerosis, stenosis



