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o réwnania rézniczkowe adwekcji i kinetyki proceséw
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1. Postawienie problemu

Transport adwekcyjny substancji (tj. ich unoszenie przez przeptywajace ptyny) jest naturalnym zjawi-
skiem w o$rodkach porowatych, powszechnie wystepujacym w skali lokalnej, a niekiedy nawet regionalne;j,
w podziemnych warstwach wodono$nych. Zagadnienie unoszenia rozpuszczonych substancji aktywnych
przez przeptywajace ptyny nabiera szczegodlnego znaczenia w zagadnieniach podziemnego sktadowania
szkodliwych odpadéw przemystowych w starych zrobach i pustkach poeksploatacyjnych likwidowanych
kopaln wegla i rud metali. Przeptywajace przez sktadowisko wody podziemne rozpuszcza¢ moga substancje
toksyczne zawarte w odpadach, a nastepnie transportowac je w postaci roztworoOw na znacznych obszarach,
co prowadzi¢ moze do skazenia zasobéw wod podziemnych.

Transportowi adwekcyjnemu towarzysza zazwyczaj dodatkowe zjawiska, jak dyfuzja molekularna,
dyspersja hydrodynamiczna, sorpcja przez mineraly zawarte w skatach gérotworu, wymiana jonowa, przemia-
ny chemiczne (np. rozpad) zachodzace w samym roztworze. Zjawiska te modyfikuja wielkos¢ koncentracji
substancji rozpuszczonej w przestrzeni i w czasie. ROwnoczes$nie nastepuje czesto ‘przechwytywanie’ uwod-
nionych jonéw substancji aktywnych przez niektore mineraty, zwlaszcza ilaste (w szczegdlnos$ci wermikulit
i montmorylonit) na drodze sorpcji lub wymiany jonowe;.

Transport substancji aktywnych w o$rodku porowatym moze by¢ opisany przy pomocy rozmaitych
modeli matematycznych. Jeden z bardziej efektywnych modeli wykorzystuje dwa podstawowe parametry
procesu: — koncentracje substancji aktywnej w przeptywajacym ptynie F' oraz koncentracje tej substancji
zasorbowannej w skatach gérotworu @. Obydwa te parametry traktowane sa jako funkcje potozenia prze-
strzennego x i czasu ¢. Czasowo-przestrzenne zmiany wartosci tych parametrow daja obraz propagacji
substancji aktywnej w roztworze.

W przypadku jednowymiarowym transport substancji aktywnej w warunkach superpozycji adwek-
cji, dyfuzji, dyspersji, sorpcji, wymiany jonowej i rozpadu chemicznego moze by¢ opisany nastepujacym
uktadem réwnan rézniczkowych nieliniowych sktadajacych sig¢ z réwnania transportu:
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oraz réwnania kinetyki wymiany w ukladzie roztwor-skaty gorotworu, ktére w ogolnej postaci zapisaé
mozna w sposob:
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gdzie:
— predkoscia adwekcji;
— porowatoscia osrodka;
wspolczynnikiem dyfuzji-dyspersji;
stala reakcji chemicznej;
— wspolczynnikiem sorpcji;
wspolczynnikiem desorpciji;
®,, — maksymalng pojemnoscia sorpcyjna osrodka porowatego.
Parametry u, m, y, a, f oraz funkcja K(x) traktowane sa jako znane.
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Uktad réwnan (1), (2) z niewiadomymi funkcjami F(x,f), ®(x,f) uzupetniony warunkami poczatkowo-
brzegowymi:

F(x,t)‘tzo =F, (x) 3)
®(x,0)|,_, =,(x) @)
F(x,0)| _, = F,(2) Q)

tworzy nieliniowe zagadnienie poczatkowo-brzegowe. Ze wzgledu na stopien zlozonosci oraz nieliniowos¢
uktad ten mozna rozwiaza¢ w postaci ogolnej jedynie metodami numerycznymi.

2. Metoda réznic skoriczonych

Numeryczna metoda réznic skonczonych w odniesieniu do rownan rézniczkowych czastkowych polega
na aproksymacji rownan roézniczkowych rownaniami réznicowymi, przeksztalceniu otrzymanych rownan
réznicowych w réwnania macierzowe i rozwigzaniu ich metodami algebry liniowej. Caly przestrzenny
obszar zagadnienia dzieli si¢ przy pomocy siatki na bloki obliczeniowe. Startujac z warunku poczatkowe-
go, traktowanego jako poziom zerowy, obliczenia przeprowadza si¢ na kolejnych poziomach czasowych,
uzyskujac rozwiazanie zagadnienia poczatkowo-brzegowego w postaci dyskretnej dla kolejnych poziomow
czasowychn=1,23, ...

W odniesieniu do uktadu rownan (1), (2) zastosowano aproksymacjg roznicowa typu semi-implicite
z aproksymacja cztondw parabolicznych typu implicite oraz aproksymacja cztonéw hiperbolicznych reali-
zowang zgodnie z zasada upstream weighting. Daje to nastgpujacy schemat réznicowy w odniesieniu do
rownan (1)1 (2):
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gdzie indeks dolny j odnosi sig do j-tego przestrzennego bloku obliczeniowego, indeks gorny # odnosi sig do
n-tego poziomu czasowego, ox jest wymiarem bloku obliczeniowego, J¢ jest wielkos$cia kroku czasowego
obliczen. Aproksymacja taka jest numerycznie stabilna dla krokéw czasowych ¢ < dx/u a ponadto unika
wystgpowania obcig¢ rozwigzan na siatce obliczeniowe;j.

Uktad rownan réznicowych (6), (7) moze by¢ rozwiazany sekwencyjnie poprzez wyrugowanie wiel-

kosci <I)j"+1 i sprowadzenie go do uktadu réwnan algebraicznych dla poszukiwanych wielkosci Fj"H:
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Uktad ten zapisa¢ mozna w postaci rOwnania macierzowego:
D"F ntl — R" (9)

gdzie D" jest trojdiagonalng macierza wspotczynnikow wyznaczanych na kazdym kolejnym poziomie
czasowym, F""! — wektorem (macierza jednokolumnowa) wielkosci F/."H, a R" — wektorem (macierza jed-
nokolumnowa) wyrazéw wolnych R/ wyznaczanych na kazdym kolejnym poziomie czasowym. Rownanie

macierzowe (9) rozwiazuje si¢ metodami algebry liniowej. Wielkosci d)j”+1 wyznacza si¢ bezposrednio
z robwnania (7).

3. Program obliczeniowy

Program komputerowy dla realizacji obliczen zgodnie z algorytmem omowionym w punkcie po-
przednim napisany zostal w jezyku FORTRAN90 na komputerowa stacj¢ robocza Digital AlphaStation typu
RISC. Rozwiazanie rownania macierzowego (9) przeprowadzono wykorzystujac metod¢ Thomasa. Polega
ona na faktoryzacji trojdiagonalnej macierzy wspotczynnikow na D" na dwie macierze: trojkatna dolng L"
i trojkatna gorna U”, przy czym macierz U” na gtéwnej diagonali zawiera same jedynki:

D'=L"U" (10)
Roéwnanie (9) przyjmuje wowczas postac:
L" U" F*l = R” (11)

Mnozac to réwnanie przez macierz odwrotna (L")! otrzymamy:

Ly L UrET = Ly RY (12)
lub réwnowaznie:

U F" = Q” (13)
gdzie

Q" =(L""'R" (14)

Zagadnienie rozwiazuje si¢ sekwencyjnie, faktoryzujac najpierw macierz D" zgodnie z rownaniem
(10), obliczajac nastgpnie wektor Q" zgodnie z formula (14) i w koncu wyznaczajac wektor F"'! z réwnania
(13). Mimo pozornie skomplikowanej metody, algorytm ten mozna zaprogramowac w postaci niezbyt dtugiej
procedury. Ostatnim etapem obliczen na danym poziomie czasowym jest wyznaczenie wielkosci © j"H bez-
posrednio z rownania (7). Obliczenia przeprowadza si¢ na kolejnych poziomach czasowychn =1,2.3, .... Na
kazdym z poziomow czasowych otrzymuje si¢ rozwigzanie w postaci dyskretne;j.
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4. Przykladowe rozwiazanie

Przyktadowe obliczenia przeprowadzone zostaty na komputerowe;j stacji roboczej Digital AlphaSta-
tion. Do obliczen przyjeto nastgpujace parametry wejsciowe:

Stan poczatkowy:
koncentracja substancji aktywnej w przeptywajacym ptynie w chwili poczatkowe;:
F = 0.0 [mol/m’] (warto$¢ taka sama we wszystkich weztach siatki)
koncentracja substancji aktywnej zasorbowannej w skatach gorotworu w chwili poczatkowe;j:
® = 0.0 [mol/m>] (warto$¢ taka sama we wszystkich weztach siatki)

Warunek brzegowy:
koncentracja substancji aktywnej w przeptywajacym ptynie w punkcie x = 0:
F=2.0 x107% [mol/m®] (wartos¢ stala w czasie)
Predko$¢ adwekgiji :
u=1.0 [m/d]
Porowato$¢ osrodka skalnego:
m=0.2[-]
Wspolezynnik dyfuzji-dyspersji:
K =5.0x10"7 (warto$¢ taka sama we wszystkich weztach siatki)
Rzad reakcji rozpadu chemicznego:
v=1[-]
Stata reakcji chemicznej:
x=5.0x10"°[s7"]
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Rys. 1. Wynik symulacji numerycznej przedstawiajacej obraz propagacji (w postaci czasowo-przestrzennego rozktadu stezenia)
substancji aktywnej w wodzie wyplywajacej z podziemnego sktadowiska odpadow. Czas ¢ = 0 przyjgto jako chwilg poczatkowa
procesu propagacji. Dane do symulacji zestawione sa w rozdziale 4
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Wspolczynnikiem sorpcji
a=5.0x10"[s]

Wspotczynnik desorpcji:
B=5.0x10"7[s"]

Maksymalna pojemno$¢ sorpcyjna osrodka:
®,, = 1.0x107 [mol/m?]

Dhugo$¢ przestrzennego boku obliczeniowego:
ox =1.0 [m]

Dhugos¢ kroku czasowego:
ot = 86400 [s] = 1.0 [d].

Wyniki przyktadowych obliczen pokazane sa narys. 1. Przedstawia on czasowo-przestrzenny rozktad

koncentracji substancji aktywnej w przeplywajacym plynie. Wyniki zostaty zobrazowane graficznie przy
pomocy programu SURFER. Z rysunku wida¢ wyraznie, Ze rozwigzanie postawionego na wstgpie proble-
mu poczatkowo-brzegowego ma postac fali koncentracji przesuwajace;j sig z predkoscia adwekcji . Ruch
fali rozpoczyna si¢ w chwili poczatkowej ¢ = 0. Z uptywem czasu i odlegtosci wysokos$¢ fali koncentracji
ulega nieznacznemu, lecz systematycznemu zmniejszaniu na skutek procesow sorpcji, wymiany jonowej
i rozpadu chemicznego unoszonej substancji aktywnej. Ostra krawedz fali koncentracji ulega stopniowemu
‘rozmywaniu’ w wyniku zjawisk dyfuzyjno-dyspersyjnych.
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Artykul niniejszy jest rezultatem pracy statutowej Instytutu Mechaniki Gérotworu PAN, nr T02/Z1/P1/2004.
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Numerical Simulation of the Transfer of Active Substances Subjected to the Sorption and Chemical
Reactions, Applying Differential Equations of Advection and Kinetics of Processes

Abstract

The problem of transfer of active substances dissolved from underground depository of industrial waste
materials by subsurface water has been considered. It is assumed that the advection of dissolved active substance
is modified by diffusion, sorption, and chemical reactions occurring in the solution. The problem has been described
by the system of non-linear partial differential equations. The system of equations has been solved applying the
finite difference technique. The original semi-implicite finite difference algorithm has been implemented within
the computer program for the Digital AlphaStation RISC type computer. The solution of the problem is represen-
ted by the single concentration wave which moves from the boundary of depository with the advection velocity
(cf. Fig. 1). The magnitude of the concentration wave is progressively decreased in distance from the boundary of
the depository owing to sorption, ion exchange, and chemical disintegration of the active substance. The sharp edge
of the wave is gradually “flattened’ as the result of diffusion and dispersion effects.

Keywords: propagation of contaminantants, underground deposition of waste materials, flow through porous media,
hydrology, numerical methods, finite differences, mathematical modelling
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