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1. Postawienie problemu 

Transport adwekcyjny substancji (tj. ich unoszenie przez przepływające płyny) jest naturalnym zjawi-
skiem w ośrodkach porowatych, powszechnie występującym w skali lokalnej, a niekiedy nawet regionalnej, 
w podziemnych warstwach wodonośnych. Zagadnienie unoszenia rozpuszczonych substancji aktywnych 
przez przepływające płyny nabiera szczególnego znaczenia w zagadnieniach podziemnego składowania 
szkodliwych odpadów przemysłowych w starych zrobach i pustkach poeksploatacyjnych likwidowanych 
kopalń węgla i rud metali. Przepływające przez składowisko wody podziemne rozpuszczać mogą substancje 
toksyczne zawarte w odpadach, a następnie transportować je w postaci roztworów na znacznych obszarach, 
co prowadzić może do skażenia zasobów wód podziemnych. 

Transportowi adwekcyjnemu towarzyszą zazwyczaj dodatkowe zjawiska, jak dyfuzja molekularna, 
dyspersja hydrodynamiczna, sorpcja przez minerały zawarte w skałach górotworu, wymiana jonowa, przemia-
ny chemiczne (np. rozpad) zachodzące w samym roztworze. Zjawiska te modyfi kują wielkość koncentracji 
substancji rozpuszczonej w przestrzeni i w czasie. Równocześnie następuje często ‘przechwytywanie’ uwod-
nionych jonów substancji aktywnych przez niektóre minerały, zwłaszcza ilaste (w szczególności wermikulit 
i montmorylonit) na drodze sorpcji lub wymiany jonowej. 

 Transport substancji aktywnych w ośrodku porowatym może być opisany przy pomocy rozmaitych 
modeli matematycznych. Jeden z bardziej efektywnych modeli wykorzystuje dwa podstawowe parametry 
procesu: – koncentrację substancji aktywnej w przepływającym płynie F oraz koncentrację tej substancji 
zasorbowannej w skałach górotworu Φ. Obydwa te parametry traktowane są jako funkcje położenia prze-
strzennego x i czasu t. Czasowo-przestrzenne zmiany wartości tych parametrów dają obraz propagacji 
substancji aktywnej w roztworze. 

W przypadku jednowymiarowym transport substancji aktywnej w warunkach superpozycji adwek-
cji, dyfuzji, dyspersji, sorpcji, wymiany jonowej i rozpadu chemicznego może być opisany następującym 
układem równań różniczkowych nieliniowych składających się z równania transportu: 
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oraz równania kinetyki wymiany w układzie roztwór-skały górotworu, które w ogólnej postaci zapisać 
można w sposób: 
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gdzie:
 u – prędkością adwekcji;
 m – porowatością ośrodka;
 Κ – współczynnikiem dyfuzji-dyspersji;
 χ – stałą reakcji chemicznej;
 α – współczynnikiem sorpcji;
 β – współczynnikiem desorpcji;
 Φm – maksymalną pojemnością sorpcyjną ośrodka porowatego. 
Parametry u, m, χ, α, β oraz funkcja K(x) traktowane są jako znane. 

Układ równań (1), (2) z niewiadomymi funkcjami F(x,t), Φ(x,t) uzupełniony warunkami początkowo-
brzegowymi: 
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tworzy nieliniowe zagadnienie początkowo-brzegowe. Ze względu na stopień złożoności oraz nieliniowość 
układ ten można rozwiązać w postaci ogólnej jedynie metodami numerycznymi. 

2. Metoda różnic skończonych 

Numeryczna metoda różnic skończonych w odniesieniu do równań różniczkowych cząstkowych polega 
na aproksymacji równań różniczkowych równaniami różnicowymi, przekształceniu otrzymanych równań 
różnicowych w równania macierzowe i rozwiązaniu ich metodami algebry liniowej. Cały przestrzenny 
obszar zagadnienia dzieli się przy pomocy siatki na bloki obliczeniowe. Startując z warunku początkowe-
go, traktowanego jako poziom zerowy, obliczenia przeprowadza się na kolejnych poziomach czasowych, 
uzyskując rozwiązanie zagadnienia początkowo-brzegowego w postaci dyskretnej dla kolejnych poziomów 
czasowych n = 1,2,3, .... 

W odniesieniu do układu równań (1), (2) zastosowano aproksymację różnicową typu semi-implicite 
z aproksymacją członów parabolicznych typu implicite oraz aproksymacją członów hiperbolicznych reali-
zowaną zgodnie z zasadą upstream weighting. Daje to następujący schemat różnicowy w odniesieniu do 
równań (1) i (2): 
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gdzie indeks dolny j odnosi się do j-tego przestrzennego bloku obliczeniowego, indeks górny n odnosi się do 
n-tego poziomu czasowego, δx jest wymiarem bloku obliczeniowego, δt jest wielkością kroku czasowego 
obliczeń. Aproksymacja taka jest numerycznie stabilna dla kroków czasowych δt ≤ δx/u a ponadto unika 
występowania obcięć rozwiązań na siatce obliczeniowej. 

Układ równań różnicowych (6), (7) może być rozwiązany sekwencyjnie poprzez wyrugowanie wiel-
kości Φj

n+1 i sprowadzenie go do układu równań algebraicznych dla poszukiwanych wielkości Fj
n+1: 
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Układ ten zapisać można w postaci równania macierzowego: 

 Dn F n+1 = Rn (9)

gdzie Dn jest trójdiagonalną macierzą współczynników wyznaczanych na każdym kolejnym poziomie 
czasowym, Fn+1 – wektorem (macierzą jednokolumnową) wielkości Fj

n+1, a Rn – wektorem (macierzą jed-
nokolumnową) wyrazów wolnych Rj

n wyznaczanych na każdym kolejnym poziomie czasowym. Równanie 
macierzowe (9) rozwiązuje się metodami algebry liniowej. Wielkości Φj

n+1 wyznacza się bezpośrednio 
z równania (7). 

3. Program obliczeniowy 

Program komputerowy dla realizacji obliczeń zgodnie z algorytmem omówionym w punkcie po-
przednim napisany został w języku FORTRAN90 na komputerowa stację roboczą Digital AlphaStation typu 
RISC. Rozwiązanie równania macierzowego (9) przeprowadzono wykorzystując metodę Thomasa. Polega 
ona na faktoryzacji trójdiagonalnej macierzy współczynników na Dn na dwie macierze: trójkątną dolną Ln 
i trójkątną górną Un, przy czym macierz Un na głównej diagonali zawiera same jedynki:

 Dn = Ln Un  (10)

Równanie (9) przyjmuje wówczas postać: 

 Ln Un Fn+1 = Rn  (11)

Mnożąc to równanie przez macierz odwrotną (Ln)–1 otrzymamy: 

 (Ln)–1 Ln Un F n+1 = (Ln)–1 Rn  (12)

lub równoważnie: 

 Un F n+1 = Qn  (13)

gdzie 

 Qn = (Ln)–1 Rn  (14)

Zagadnienie rozwiązuje się sekwencyjnie, faktoryzujac najpierw macierz Dn zgodnie z równaniem 
(10), obliczając następnie wektor Qn zgodnie z formułą (14) i w końcu wyznaczając wektor Fn+1 z równania 
(13). Mimo pozornie skomplikowanej metody, algorytm ten można zaprogramować w postaci niezbyt długiej 
procedury. Ostatnim etapem obliczeń na danym poziomie czasowym jest wyznaczenie wielkości Φj

n+1 bez-
pośrednio z równania (7). Obliczenia przeprowadza się na kolejnych poziomach czasowych n = 1,2,3, .... Na 
każdym z poziomów czasowych otrzymuje się rozwiązanie w postaci dyskretnej. 

Modelowanie numeryczne transportu substancji aktywnych z uwzględnieniem sorpcji ...
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4. Przykładowe rozwiązanie 

Przykładowe obliczenia przeprowadzone zostały na komputerowej stacji roboczej Digital AlphaSta-
tion. Do obliczeń przyjęto następujące parametry wejściowe: 

Stan początkowy: 
koncentracja substancji aktywnej w przepływającym płynie w chwili początkowej:
   F = 0.0 [mol/m3] (wartość taka sama we wszystkich węzłach siatki)
koncentracja substancji aktywnej zasorbowannej w skałach górotworu w chwili początkowej:
   Φ = 0.0 [mol/m3] (wartość taka sama we wszystkich węzłach siatki)

Warunek brzegowy: 
koncentracja substancji aktywnej w przepływającym płynie w punkcie x = 0:
   F = 2.0 ×10–6 [mol/m3] (wartość stała w czasie)
Prędkość adwekcji :
   u = 1.0 [m/d]
Porowatość ośrodka skalnego:
   m = 0.2 [-]
Współczynnik dyfuzji-dyspersji: 
   K = 5.0×10–7 (wartość taka sama we wszystkich węzłach siatki) 
Rząd reakcji rozpadu chemicznego: 
   ν = 1 [-] 
Stała reakcji chemicznej: 
   χ = 5.0×10–6 [s–1]

Mariusz R. Sławomirski

Rys. 1. Wynik symulacji numerycznej przedstawiającej obraz propagacji (w postaci czasowo-przestrzennego rozkładu stężenia) 
substancji aktywnej w wodzie wypływającej z podziemnego składowiska odpadów. Czas t = 0 przyjęto jako chwilę początkową 

procesu propagacji. Dane do symulacji zestawione są w rozdziale 4
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Współczynnikiem sorpcji 
   α = 5.0×10–7 [s–1]
Współczynnik desorpcji: 
   β = 5.0×10–7 [s–1] 
Maksymalną pojemność sorpcyjna ośrodka: 
   Φm = 1.0×10–5 [mol/m3] 
Długość przestrzennego boku obliczeniowego: 
   δx = 1.0 [m]
Długość kroku czasowego: 
   δt = 86400 [s] = 1.0 [d].

 Wyniki przykładowych obliczeń pokazane są na rys. 1. Przedstawia on czasowo-przestrzenny rozkład 
koncentracji substancji aktywnej w przepływającym płynie. Wyniki zostały zobrazowane grafi cznie przy 
pomocy programu SURFER. Z rysunku widać wyraźnie, że rozwiązanie postawionego na wstępie proble-
mu początkowo-brzegowego ma postać fali koncentracji przesuwającej się z prędkością adwekcji u. Ruch 
fali rozpoczyna się w chwili początkowej t = 0. Z upływem czasu i odległości wysokość fali koncentracji 
ulega nieznacznemu, lecz systematycznemu zmniejszaniu na skutek procesów sorpcji, wymiany jonowej 
i rozpadu chemicznego unoszonej substancji aktywnej. Ostra krawędź fali koncentracji ulega stopniowemu 
‘rozmywaniu’ w wyniku zjawisk dyfuzyjno-dyspersyjnych. 

 
 Artykuł niniejszy jest rezultatem pracy statutowej Instytutu Mechaniki Górotworu PAN, nr T02/Z1/P1/2004. 
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Numerical Simulation of the Transfer of Active Substances Subjected to the Sorption and Chemical 
Reactions, Applying Differential Equations of Advection and Kinetics of Processes 

Abstract

The problem of transfer of active substances dissolved from underground depository of industrial waste 
materials by subsurface water has been considered. It is assumed that the advection of dissolved active substance 
is modifi ed by diffusion, sorption, and chemical reactions occurring in the solution. The problem has been described 
by the system of non-linear partial differential equations. The system of equations has been solved applying the 
fi nite difference technique. The original semi-implicite fi nite difference algorithm has been implemented within 
the computer program for the Digital AlphaStation RISC type computer. The solution of the problem is represen-
ted by the single concentration wave which moves from the boundary of depository with the advection velocity 
(cf. Fig. 1). The magnitude of the concentration wave is progressively decreased in distance from the boundary of 
the depository owing to sorption, ion exchange, and chemical disintegration of the active substance. The sharp edge 
of the wave is gradually `fl attened’ as the result of diffusion and dispersion effects. 

Keywords: propagation of contaminantants, underground deposition of waste materials, fl ow through porous media, 
hydrology, numerical methods, fi nite differences, mathematical modelling
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