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Modelowanie matematyczne roztwarzania substancji
aktywnych zawartych w podziemnym skladowisku odpadéw
z uwzglednieniem dyfuzji i kinetyki reakcji chemicznych

Mariusz R. SEAWOMIRSKI

Instytut Mechaniki Gorotworu PAN, ul. Reymonta 27; 30-059 Krakow

Streszczenie

Przedmiotem artykutu jest dynamika roztwarzania substancji aktywnych rozproszonych w postaci drobnych
ziaren w o$rodku porowatym przez przeptywajacy ptyn. Roztwarzanie ziaren substancji statej przez ciecz potrak-
towano jako chemiczna rekcj¢ heterogeniczna, w ktorej istotna rolg odgrywaja zjawiska na granicy faz ciecz-ciato
state. Do opisu dynamiki przebiegu procesu roztwarzania zastosowano dwa podstawowe parametry: koncentracjg
substancji aktywnej w o$rodku porowatym G oraz koncentracjg substancji aktywnej roztworzonej w poruszajacym
si¢ plynie C. Kazdy z tych parametrow potraktowano jako funkcjg potozenia x oraz czasu z. Modele idealnego roz-
twarzania (progressive conversion model, unreacted core model, shrinking core model) uzupeliono o sformutowana
hipotezg dyfuzyjnego transferu roztworzonej substancji przez okoloziarnowa warstwe graniczna (18). Pociaga to
za soba modyfikacjg kinetyki roztwarzania uwzgledniajaca efekty zwiazane z iloczynem rozpuszczalnosci R. Roz-
wiazanie sformutowanego nieliniowego zagadnienia poczatkowo-brzegowego (5), (18), (6), (7), (8) otrzymano
w postaci przesuwajacej si¢ z predkoscia adwekceji u fali stgzenia substancji aktywnej w roztworze przepltywajacym
w osrodku porowatym. Efekty zwiazane z dyfuzja molekularna i dyspersja hydrodynamiczna powoduja wyréw-
nywanie si¢ dramatycznych gradientéw stezen migdzy ptynem wypierajacym a ptynem wypieranym, w rezultacie
czego przesuwajaca si¢ fala ulega wygtadzeniu i nie posiada charakteru ostrego skoku z nieciagloscia pierwszej
pochodnej przestrzenne;.

Stowa kluczowe: roztwarzanie, rozpuszczalno$é, podziemne sktadowanie odpadow, kinetyka reakcji homogenicz-
nych i heterogenicznych

1. Heterogeniczne roztwarzanie w warunkach dynamicznych

Roztwarzanie substancji statych przez przeptywajacy ptyn jest zjawiskiem powszechnie spotykanym
w naturze oraz w wielu dziedzinach techniki, zwlaszcza w technologiach przemystu chemicznego. Z fizy-
kochemicznego punktu widzenia roztwarzanie r6zni si¢ od rozpuszczania tym, ze w trakcie procesu roztwa-
rzania roztwarzana substancja ulega przemianom chemicznym (np. dysocjacji elektrolitycznej), natomiast
w trakcie procesu rozpuszczania budowa molekularna czasteczek rozpuszczanej substancji nie podlega
w zasadzie modyfikacjom.

Niniejsza praca dotyczy roztwarzania substancji aktywnych rozproszonych w postaci drobnych ziaren
w osrodku porowatym. Przeplywajacy ptyn roztwarzajacy wypetnia wowczas calg przestrzen porowa osrodka
porowatego, a przeplyw ma charakter przeptywu naporowego (ang. confined flow). Z roztwarzaniem sub-
stancji aktywnych w takich warunkach spotykamy si¢ w procesach hydrometalurgicznych, a takze podczas
powolnego wymywania substancji szkodliwych zawartych w postaci silnie rozproszonej w podziemnych
sktadowiskach odpadow przemystowych.

Z fizykochemicznego punktu widzenia roztwarzanie ziaren substancji stalej przez ciecz ma charakter
reakcji heterogenicznej, w ktorej istotna rolg odgrywaja zjawiska na granicy faz ciecz-ciato state.

Do opisu dynamiki przebiegu procesu roztwarzania dogodnie jest uzywaé¢ dwoch podstawowych pa-
rametréw: koncentracji substancji aktywnej w osrodku porowatym G oraz koncentracji substancji aktywnej
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roztworzonej w poruszajacym si¢ ptynie C. Kazdy z tych parametrow zalezny jest od potoZenia x oraz czasu ¢.
Chociaz obydwa wymienione tutaj rodzaje koncentracji wyrazaja si¢ formalnie w tych samych jednostkach,
tj. kg/m® lub mol/m®, w przypadku koncentracji substancji aktywnej w osrodku porowatym G chodzi tutaj
o ilo$¢ substancji w 1 m® o$rodka porowatego, natomiast w przypadku stezenia substancji aktywnej roztwo-
rzonej w poruszajacym sig ptynie C — o ilo$¢ substancji w 1 m® roztworu.

Rozpuszczona (a czgsciej roztworzona) substancja aktywna podlega adwekcji, tj. unoszeniu przez
przeplywajacy ptyn, z predkoscia adwekcji u. Predkos¢ ta jest rozna co do wartosci od predkosci filtracji
ptynu w osrodku porowatym v. Zalezno$¢ miedzy predkosciami u i v wyraza si¢ wzorem (Bear, 1972; Col-
lins, 1961):

v=cu (M

gdzie ¢ jest porowato$cia osrodka porowatego.

Ponadto w odniesieniu do roztworzonej substancji zawartej w przeplywajacym ptynie zachodza procesy
dyfuzji molekularnej i dyspersji hydrodynamicznej. Dyfuzja jest zjawiskiem molekularnym prowadzacym
do wyréwnywania stezen w sasiadujacych obszarach o réznej koncentracji substancji aktywnej. Przyjmuje
si¢ powszechnie, ze dla niezbyt duzych stezen przebieg dyfuzji okreslony jest prawem Ficka. Natomiast
dyspersja hydrodynamiczna polega na odchylce rzeczywistego przemieszczania si¢ ptynu w stosunku do
warto$ci Sredniej na skutek topologicznej struktury przestrzeni porowej. Przyjmuje si¢, ze dyspersj¢ opisaé
mozna takimi samymi rownaniami matematycznymi jak dyfuzje molekularna, a obydwa procesy traktuje sie
czesto tacznie, przy czym dla osrodkow porowatych uogolniony wspotczynnik dyfuzji-dyspersji k wyrazi¢
mozna wzorem (Bear, 1972):

x=D,+ 60D )

gdzie D jest wspotczynnikiem dyfuzji molekularnej, D, — wspotczynnikiem dyspersji hydrodynamiczne;j,
a 0 — tzw. kretoscig kanatow porowych (ang. fortuosity) zdefiniowana przez Carmana (1937) w sposob:

2
L
0=|— 3
przy czym L, jest dtugoscia osi kanatu porowego, a L — mierzona w linii prostej odlegto$cia migdzy poczat-

kiem i koncem tego samego kanatu porowego.

Transport zawierajacego substancj¢ aktywna roztworu w osrodku porowatym z uwzglgdnieniem
procesow adwekcji, dyfuzji molekularnej, dyspersji hydrodynamicznej i heterogenicznego roztwarzania
opisany jest nast¢pujacym réwnaniem rozniczkowym (Stawomirski, 2000, 2002a, 2005a) :

{6C(x,z) o aC(x,t)} L0602 {K 8C(x,t)}

4
ot Ox ot Ox 0x

gdzie ¢ jest porowato$cia osrodka porowatego.

W przypadku, gdy procesy dyfuzji molekularnej i dyspersji hydrodynamicznej nie odgrywaja istotne;j
roli, rbwnanie powyzsze moze by¢ uproszczone do postaci:
0C(x,1) iy 0C(x,1) . 1 0G(x,1) _0
ot ox e Ot

®)

Kazde z réwnan (4) lub (5) musi by¢ uzupetnione warunkami poczatkowo-brzegowymi. Jesli w chwili
poczatkowej ¢ = 0 koncentracje substancji aktywnej w roztworze oraz w osrodku porowatym taktujemy jako
znane, wowczas sformutowac¢ mozna nastgpujace warunki poczatkowe:

Cx,0)|,_,=C,(x) (6)

G(x,1)|,_, = G,(x) (7
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Wielkosci poczatkowe C, 1 G, traktowaé mozna zazwyczaj jako state. Jesli do brzegu osrodka poro-
watego (np. do brzegu podziemnego sktadowiska) doptywa woda zawierajaca substancj¢ aktywna o stgzeniu
C,, wowczas warunek brzegowy bedzie:

Cx,1)|,_, =G () @®)

Roéwnanie (4) lub (5) z warunkami (6), (7), (8) nie stanowi jeszcze zagadnienia poczatkowo-brzego-
wego, gdyz w rownaniu (4) lub (5) wystepuja nie jedna, lecz dwie niewiadome funkcje C(x,¢) oraz G(x,?).
Sformutowanie zagadnienia poczatkowo-brzegowego bedzie jednak mozliwe, gdy uzupethione zostana
dodatkowe informacje dotyczace kinetyki procesu heterogenicznego roztwarzania.

2. Modele idealnego roztwarzania

Z fizykochemicznego punktu widzenia proces roztwarzania jest heterogeniczna reakcja chemiczna,
w ktorej ptyn kontaktuje si¢ z powierzchnia ziarna substancji aktywnej, reaguje z nia i przeksztatca w produkt
reakcji. Zgodnie z danymi literaturowymi (Lavenspiel, 1972) reakcja roztwarzania zachodzi¢ moze wedtug
jednego z trzech alternatywnych modeli:
* modelu stopniowego przeksztalcania (ang. progressive conversion model),
* modelu nieprzereagowanego rdzenia (ang. unreacted core model),
* modelu kurczacego si¢ rdzenia (ang. shrinking core model).

Zgodnie z modelem stopniowego przeksztatcania ptyn wchodzi w reakcje z cala objetoscia substancji
roztwarzanej. Mozna wigc przyjac, ze szybkos$¢ roztwarzania jest wprost proporcjonalna do koncentracji
substancji aktywnej w o$rodku porowatym G, tj.:

oG
-—=1G 9

o ©)
gdzie A jest stala szybkosSci reakcji roztwarzania. W takiej sytuacji rbwnanie kinetyczne roztwarzania od-
powiada reakcji pierwszego rzedu. Rozwiazanie réwnania (9) z warunkiem poczatkowym (7) ma postac
wykladnicza:

G(t) = G, exp(— At) (10)

Rozwiazanie powyzsze wskazuje, ze koncentracja substancji aktywnej rozproszonej w osrodku poro-
watym G, poczynajac od warto$ci poczatkowej G, maleje monotonicznie w czasie i dazy do asymptotycznej
wartosci rownej zeru.

Przebieg czasowy zmian koncentracji substancji aktywnej w ptynie C(¢) moze by¢ tatwo wyznaczony
z rownania (5) 1 warunku poczatkowego (6) dla przypadku, gdy adwekcja nie wystepuje, tj. u = 0. Otrzy-
mujemy wOwczas:

ct)=C,+ i (- ) (11)

Rozwiazanie powyzsze wskazuje, ze stezenie substancji aktywnej w ptynie ro$nie monotonicznie
w czasie, poczynajac od wartosci poczatkowej C, 1 dazy do asymptotycznej wartosci rownej C, + G,/ &.

Zgodnie z modelem nieprzereagowanego rdzenia reakcja roztwarzania zachodzi jedynie na powierzchni
ziarna substancji aktywnej. Powierzchnia reakcyjna nie pozostaje statyczna, lecz z uptywem czasu przesuwa
si¢ w glab ziarna oddzielajac nieprzereagowany rdzen substancji od tzw. popiotu poreakcyjnego. Model
kurczacego si¢ rdzenia stanowi wlasciwie wariant modelu nieprzereagowanego rdzenia polegajacy na na-
tychmiastowym rozmywaniu popiotu poreakcyjnego.

Opierajac si¢ na koncepcji nieprzereagowanego rdzenia i kurczacego si¢ rdzenia mozna przyjac, ze
szybko$¢ roztwarzania jest wprost proporcjonalna do wielkosci powierzchni wlasciwej substancji aktywnej, tj.:

oG S

o Ty (12)
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gdzie S jest powierzchnia ziaren substancji aktywnej, V' — ich objgtoscia, a 5 — stala szybkosci reakcji roz-
twarzania. Przyjmujac regularny ksztatt ziaren substancji aktywnej mozna wykaza¢ (patrz np. Stawomirski,
2005b), ze zatozenie (12) prowadzi do rownania kinetycznego reakcji roztwarzania rzgdu 2/3, tj.:

———=AG" (13)

gdzie 1 jest nowg stata szybkosci reakcji roztwarzania. Rozwiazanie rownania (13) z warunkiem poczatko-
wym (7) jest jak nastepuje:

—1
(1) = (3 G, 3/1t) dla 0<¢<t, (14)
0 dla r>1¢,

gdzie ¢; jest czasem roztwarzania
3.~
tL = E3 Gn (15)

Rozwiazanie powyzsze wskazuje, ze czas trwania procesu lugowania jest skonczony i rowny warto-
$ci #; , a koncentracja substancji aktywnej rozproszonej w osrodku porowatym G poczynajac od wartosci
poczatkowej G, maleje monotonicznie w czasie osiagajac warto$¢ rowna zeru po czasie ; .

Podobnie jak dla modelu stopniowego przeksztatcania przebieg czasowy zmian koncentracji substan-
cji aktywnej w plynie C(¥) moze by¢ w biezacym przypadku tatwo wyznaczony z rownania (5) i warunku
poczatkowego (6) dla przypadku, gdy adwekcja nie wystepuje, tj. u = 0. Otrzymujemy wowczas:

Co+i—l(3,/Go—%;tt)3 dla 0<r<y
c=1" ¢ ¢, (16)

C, +—2 dla t>t,
&

3. Wplyw iloczynu rozpuszczalno$ci na kinetyke roztwarzania

Opisane w poprzednim rozdziale idealne modele procesu roztwarzania sa w rzeczywistosci modyfi-
kowane przez efekty zwiazane z iloczynem rozpuszczalnosci. lloczyn rozpuszczalno$ci substancji o wzorze
stechiometycznym A,Bg jest wielko$cia zdefiniowana w sposob:

R =[4]"[BY (17)

gdzie [A] oznacza stgzenie sktadnika A, natomiast [B] — st¢zenie sktadnika B w roztworze. Dla kazdej sub-
stancji okreslona jest maksymalna wartos¢ iloczynu rozpuszczalnosci; po jej osiagnigeiu dalsze roztwarzanie
substancji stalej jest niemozliwe, a $ci§lej mowiac ustala si¢ wowczas stan rownowagi miedzy molekutami
sktadnikow przechodzacych z fazy stalej do roztworu oraz molekutami sktadnikéw przechodzacych z roz-
tworu do osadu. Konkretne wartosci maksymalnego iloczynu rozpuszczalnosci dla poszczegodlnych czystych
substancji wyznaczane sa doswiadczalne i mozna je znalez¢ w odpowiednich tablicach chemicznych.

Iloczyn rozpuszczalno$ci odgrywa ogromna rolg w roztwarzaniu uktadow wielosktadnikowych. Jesli
w uktadzie znajduja si¢ substancja o wysokiej oraz o niskiej rozpuszczalnosci, posiadajace ten sam sktadnik
jonowy, wowczas, na skutek istnienia maksymalnej wartosci iloczynu rozpuszczalnosci, substancja o wyz-
szej rozpuszczalnosci redukuje o co najmniej kilka rzedow wielkos$ci rozpuszczalno$¢ substancji o nizszej
rozpuszczalnosci. Fakt ten posiada istotne znaczenie z ekologicznego punktu widzenia, gdyz rozpuszczanie
si¢ w wodzie soli metali cigzkich (np. PbSO,) prowadzace do skazenia wody silnie toksycznymi jonami
(np. jonem otowiowym Pb*") jest ‘blokowane’ przez rozpuszczanie sie znacznie tatwiej rozpuszczalnych
nietoksycznych soli metali alkalicznych (np. gipsu CaSO, 2H,0).

Iloczyn rozpuszczalnosci substancji moze w sposob istotny wptyna¢ na kinetyke jej roztwarzania.
Zaktadajac, ze w bezposredniej blisko$ci ziarna stgzenie substancji aktywnej w ptynie rowne jest iloczynowi
jej rozpuszczalnosci R oraz przyjmujac, Ze transport rozpuszczonej substancji z powierzchni ziarna poprzez
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warstwe graniczng do zasadniczego strumienia ptynu odbywa si¢ droga dyfuzji podlegajacej prawu Ficka,
zaproponowa¢ mozna nastgpujace rownanie kinetyki roztwarzania wedtug modelu stopniowego przeksztat-
cania zmodyfikowane przez efekty zwigzane z iloczynem rozpuszczalno$ci (Stawomirski, 2005a):

0G C
—&_A(I—RJG (18)

Dla przypadku zdegenerowanego (u = 0) rozwiazanie uktadu réwnan (5), (18) z warunkami poczat-
kowymi (6), (7) jest jak nastgpuje (Stawomirski, 2005a):

®=CleG,

l—exp|—A4
p{ Reg

G[)
C(t)=C,+ . n [ R-C)e-G, } (19)
-2 exp| - A—2——2¢
(R-C,)e Re
-G
(R-C)e (R-C)e-G,
G(1)=G, 2 exp[—ﬂ,””t} (20)
l-—— exp[—ﬂ,(R_C”)g_G” t} Re
(R-C)e Re

Jak widac¢ z powyzszych rozwiazan koncentracja substancji aktywnej rozproszonej w ztozu porowatym
G asymptotycznie maleje z uplywem czasu, natomiast st¢zenie tej substancji w roztworze C ro$nie monoto-
nicznie do pewnej warto$ci asymptotycznej. Wyrazenia (19), (20) sa jednak znacznie bardziej skomplikowane
od prostych formut (11), (10) nie uwzglgdniajacych efektéw iloczynu rozpuszczalno$ci. Pochodna czasowa
funkcji G(¢) danej wzorem (20) wyraza si¢ formuta:

[G, -(R-C,)sT’ GXp{—iGo_(]];_Co)gt}
&

oG __ [—C}
oo °U R _ (P 2
. {1_ (RGC> p{lGU%C)tH
o &

e2y)
’ R

Rozwazenia wymagaja teraz dwa interesujace przypadki odnoszace si¢ do substancji o niskiej oraz
do wysokiej rozpuszczalnosci.

Dla substancji o stabej rozpuszczalnosci, w sytuacji, gdy iloczyn rozpuszczalnosci jest duzo mniejszy
od poczatkowej koncentracji substancji aktywnej w ztozu porowatym (Re << G,), stezenie substancji aktywnej
w plynie C ro$nie monotonicznie w czasie dazac asymptotycznie do wartoéci rownej iloczynowi rozpusz-
czalnosci R. Warto$¢ ta rdzni si¢ i jest wyraznie mniejsza od wartosci asymptotycznej C, + G, /& wynikajacej
formutly (11) odnoszacej si¢ do sytuacji, gdy efekty zwiazane z istnieniem iloczynu rozpuszczalno$ci nie
sa uwzgledniane. Dla rozpatrywanego tutaj przypadku Re << G, koncentracja substancji aktywnej w ztozu
porowatym G maleje asymptotycznie, ale nie do zera jak w przypadku wyidealizowanym, lecz zgodnie
z otrzymanym wzorem (20) do wartosci G, — (R — C,)e. Mozna ponadto zauwazy¢, ze dla Re << G, pochodna
funkcji G(¢) dana bedzie wzorem przyblizonym:

oG C R-C)e | G —-(R-C
at;—/lGo(l—Rj{l—(Go)g} exp[—/lo(Rgo)gt} 22)

W przypadku przeciwnym, tj. dla substancji o duzej rozpuszczalno$ci, w sytuacji gdy iloczyn roz-
puszczalnosci jest duzo wigkszy od poczatkowej koncentracji substancji aktywnej w ztozu porowatym
(Re << G,) nietrudno zauwazy¢, ze mianowniki we wzorach (19), (20) dla funkcji C(¢), G(¢) nieznacznie
ro6znia sig¢ od jednosci. Prowadzi to do przyblizonych formut:

c)=c, + 2 {1 - exp{— A (R_Co)g_GUzH 23)

? Re
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- B G, 3 (R-C)e—-G,
G(t)= G{l 7(13 — C(,)J exp[ A T he t} (24)

Natomiast pochodna funkcji G(f) moze by¢ wyrazona nast¢pujacym przyblizonym wzorem:

o AGO(I R]{l (R—C,))E} exp{ A Re t} (25)

Przyblizone formuty (23), (24) jedynie nieznacznie r6znig si¢ od wzorow (10), (11) dla roztwarzania
idealnego. Wskazuje to, ze dla substancji o duzej rozpuszczalnosci efekty zwigzane z obecnoscia iloczynu
rozpuszczalno$ci nie zmieniaja kinetyki procesu roztwarzania — moga jedynie modyfikowac i to w ograni-
czonym stopniu warto$¢ statej reakcji chemicznej.

4. Roztwarzanie we warunkach adwekcji substancji roztwarzanej

Przyblizone réwnania opisujace proces roztwarzania w warunkach przeplywu roztworu zawierajacego
substancjg roztwarzang moze by¢ otrzymane poprzez podstawienie uzyskanej w rozdziale poprzednim for-
muty na pochodng funkcji G(#) do rownania transportu (5). Nalezy tutaj rozpatrzy¢ dwa istotne przypadki:
substancji o wysokiej rozpuszczalno$ci oraz substancji o niskiej rozpuszczalnosci.

Dla substancji o niskiej rozpuszczalnosci, gdy iloczyn rozpuszczalnosci jest znacznie mniejszy od
poczatkowej koncentracji substancji aktywnej w ztozu porowatym (Re << G,), podstawienie przyblizone;
formuty (22) do réwnania (5) daje:

oc  aC C R-C)e | G,—(R-C
g(@t+uaxj:lGu(l—Rj{l—(G")g} exp{—l”(Rg”)gt} (26)

o

Rozwiazanie powyzszego rownania z warunkiem poczatkowym (6) oraz warunkiem brzegowym (8)
jest jak nastepuje (Stawomirski, 2005a):

¢+ 9% 1 exp( b)) dla <X
)= e " @7)

Cb(t—xj-k(;"a{l—exp(— ibxﬂexp{— ib(l—xﬂ da t>2

u eb u u u

gdzie
2
. (lGj[lmC)} (28)
R G,
b= Gu — (R — Co)g (29)
Re

Korzystajac z rownania kinetyki (18) mozna stad otrzymac nast¢pujacy przyblizony przebieg zmian
koncentracji substancji aktywnej w zlozu porowatym:

G,exp|—A|1- G _ G"a2 - G“az (1-e™)| dla t<>
R Reb Reb u

G, exp {— At + 1?;; {exp (&b z) - 1}(1 _e M )} dla t>2

G(n) = (30)

u

Dla substancji o wysokiej rozpuszczalnosci, gdy iloczyn rozpuszczalnos$ci jest znacznie wigkszy od
poczatkowej koncentracji substancji aktywnej w zlozu porowatym (Re << G,), podstawienie przyblizongj
formuty (25) do réwnania (5) daje:
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2
g(aC+1/laCjJ=lGo(l_Cj 1_# exp|:_l(R_C‘0)g_G0t:| (31)
ot ox R (R-C,)e Re

Rozwiazanie uktadu rownan (31), (18) z warunkami poczatkowo-brzegowymi (6), (7), (8) ma postac
analogiczna jak w sytuacji poprzedniej (wzory (27), (30)), z tym, ze wspotczynniki a, b w przypadku bie-

zacym zdefiniowane sa w sposob:
C g, |
a:(l— "] l-—— (32)
R (R-C)e

_(R-C)e-G,
Re

b (33)

Otrzymane w niniejszym rozdziale rozwiazania maja posta¢ przesuwajacej si¢ fali zmian koncentra-
cji substancji aktywnej. Fala ta ma charakter skokowy, przy czym w punkcie skoku wystgpuje nieciagtosc
rozwiazania przesuwajaca si¢ poczynajac od brzegu osrodka porowatego z predkoscia adwekcji u (rys. 1).

F(x,t)

Fo

\ 2

Rys. 1. Obraz zmian koncentracji roztworzonej substancji aktywnej reprezentowany przez falg stgzenia
przesuwajaca si¢ z predkoscia adwekeji u. Wystgpowanie ostrego skoku wyrazajacego wypieranie
zajmujacej przestrzen porowa wody ‘skazonej’ przez doptywajaca z zewnatrz wodg ‘Swieza’
zwiazane jest z pominigciem zjawisk dyfuzji molekularnej i dyspersji hydrodynamiczne;j

Z fizykalnego punktu widzenia skok koncentracji reprezentuje zjawisko wypierania wody ‘skazonej’
znajdujacej si¢ pierwotnie w przestrzeni porowej osrodka przez wodg pierwotnie czysta dopltywajaca do
obszaru roztwarzania przez jego brzeg x = 0. Jesli czas ¢ jest zbyt krotki, aby woda pierwotnie czysta lecz
ulegajaca stopniowemu ‘skazaniu’ osiagnela punkt x, wowczas punkt ten znajduje si¢ jeszcze w obszarze
wody pierwotnie ‘skazonej’, w ktorej koncentracja substancji aktywnej reprezentowana jest przez gorny
wiersz rozwiazania (27). Jesli natomiast czas ¢ jest wystarczajaco dhugi, aby woda pierwotnie czysta lecz ule-
gajaca stopniowemu ‘skazaniu’ osiagneta punkt x, wéwczas punkt ten znajduje si¢ juz w obszarze ulegajace;j
stopniowemu ‘skazeniu’ wody pierwotnie czystej, w ktorej koncentracja substancji aktywnej reprezentowana
jest przez dolny wiersz rozwiazania (27).

Z matematycznego punktu widzenia nieciaglo$¢ rozwiazan zwiazana jest z hiperbolicznym cha-
rakterem zagadnien poczatkowo-brzegowych (26), (18), (6), (7), (8) oraz (31), (18), (6), (7), (8). Uktady
réwnan hiperbolicznych dopuszczaja bowiem istnienie rozwigzan nieciagtych, jesli nieciaglo$¢ pojawia sig
w warunkach poczatkowych lub brzegowych.
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5. Roztwarzanie z uwzglednieniem adwekgcji, dyfuzji i dyspersji

Jesli oprocz adwekeji uwzgledni¢ chcemy rowniez efekty zwiazane z dyfuzja molekularna i dys-
persja hydrodynamiczna, wowczas punktem wyjscia musi by¢ ogoélne rownanie transportu (4), w nie jego
uproszczona wersja (5). Podstawiajac do rownania (4) pochodna funkcji G(¢) dana przyblizona formuta
(22) otrzymamy:

P 2
8£6C+ 8Cj = gica§+/lG0[l—;j[l—(R_ C")g}

Wit
ot Ox ox G,
{ G,~(R-C))e } 69
x exp| —A—4——2—¢
Re
lub w skroconej postaci:
oc aC _ 9°C
—+u— =k———+hexp(-Abt), C<R 35
o ox X P A5) 33)

gdzie b jest parametrem stalym danym formuta (29), a / traktowane jest jako wielko$¢ w przyblizeniu stata

zdefiniowana w sposob:
2
C (R-C)e
h=AG |1—-— || 1-——2—
( R]{ G } (36)

Niejednorodne rownanie (35) z warunkiem poczatkowym (6) i brzegowym (8) moze by¢ rozwia-
zane metoda transformacji catkowych. Transformacja Carsona-Laplace’a funkcji C(x,f) zdefiniowana jest
W Sposob:

Cloe.p) = T[C(.0] = p[ Cx.0)exp (- pr)ds (37)

Funkcja C(x,f) moze byé otrzymana z jej transformaty C(x,f) przy pomocy tzw. formuty na odwrocenie
(twierdzenia Riemanna-Mellina-Bromwicha):

gHio
cen=T"[Cp)= 5= | Clup)exp(p) ,, (38)
27i S p
gdzie stala rzeczywista g powinna by¢ dobrana w ten sposob, aby wszystkie punkty osobliwe funkcji pod-
catkowej lezaty w plaszczyznie zespolonej na lewo od prostej Re{p} = g.
Stosujac transformacj¢ Carsona-Laplace’a do obydwoch stron rownania (35) i uwzgledniajac staty
warunek poczatkowy (6) otrzymuje sig:

J— ~ 27
pC—pCo+ua—C=Ka C+h P

39
dx ox*  p+Ab (39)

Rozwiazanie powyzszego rdéwnania z uwzglednieniem warunku brzegowego (8) jest jak nastgpuje:

— h u 1 u?
Lcp-c - exp| o x——— |y 40
b (b(p) ° p+,1bj xp[sz NP 4KXJ (40)

Clap)=C 4 —"
p+

lub w rownowaznym zapisie:
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— h
Clx,p)=C + oy
1/[2 2
C sy U brwl b +
, (p)p+u el P Xp| — \/— p
CCoexnl - X [y @D
0 p \/; p 4K

P B | pr i fespl -t o ]
p p(p+Ab) p+u’/dx P g P Vi P™ 4k P 2K
gdzie
C,(p) =T[C,(1)] (42)

Korzystajac z tablic Batemana i Erdelyi’ego (1954) lub alternatywnie wykonujac catkowanie w prze-
strzeni zespolonej z omini¢ciem punktu rozgalezienia w celu uzyskania w sposéb podany przez Carslawa
i Jaegera (1949) transformaty odwrotne;j

T pew(-pp)] =5 L p(—fi} #3)

oraz stosujac szereg twierdzen dotyczacych transformat (m.in. twierdzenie o przesunigciu, twierdzenie
o calce, twierdzenie o splocie) podanych w monografiach, Wagnera (1960) i Osiowskiego (1965, 1971)
uzyskano oryginat, tj. funkcje C(x,f) z jej transformaty C(x,p) w nastgpujacej postaci finalne;j:

h bt
C(X,ZL)ZCO'FE(I—Q )
x C,(t—1) X u?
2\/_{[ 32 p( 4x Tjexp(—m( Jdr

h l- exp{—lb(l 7:)} 2
E R T e

0

2 t
u 1 X
—C lexp| —— ——exp|—-——|dr
0{ p[ 4K j _(!.1_3/2 p( 4’(.7'.]
t 9 2 2
u 1 X u u
+— | | =5exp|——— | exp|——7 |d7d3 ; |exp| —x
41("(['([‘[3/2 p( 47(7} p( 4K ) H p(z’f j

Uzyskane rozwigzanie koncowe ma posta¢ skomplikowana i niedogodna dla praktycznych obliczen.
Nietrudno jednakze zauwazy¢, ze w rozwiazaniu (44) nie wystgpuje wyrazna granica miedzy skazona woda
wypierang z o$rodka porowatego a woda wypierajaca doptywajaca jako woda czysta do brzegu osrodka.
Sytuacja taka jest rezultatem istnienia zawierajacego wspotczynnik dyfuzji-dyspers;ji « parabolicznego cztonu
w réwnaniu (34). Efekty zwiazane z dyfuzja molekularng i dyspersja hydrodynamiczna powoduja wyréw-
nywanie dramatycznych gradientdéw stgzen substancji roztwarzanej na granicy migdzy woda wypierajaca
i wypierana. W rezultacie przesuwajaca si¢ pojedyncza fala stezenia ulega ‘ztagodzeniu’. Nie posiada juz
ona charakteru ostrego skoku z nieciagloscia pierwszej pochodnej przestrzennej, lecz jej krawedzie zostaly
‘wygtadzone’, a czolo fali ulegto nieznacznemu pochyleniu (rys. 2). Skala wygtadzenia oraz stopien pochy-
lenia czota fali zalezne sg od wielkos$ci wspotczynnika dyfuzji-dyspersji .
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F(x,t)

Rys. 2. Obraz zmian koncentracji roztworzonej substancji aktywnej reprezentowany przez falg st¢zenia
przesuwajaca si¢ z predkoscia adwekeji u 1 modyfikowana przez dyfuzjg i dyspersj¢. Wyrazna zmiana koncentracji
wyrazajaca wypieranie wody ‘skazonej’ przez wodg ‘Swieza’ jest ‘rozmywana’ przez zjawisko dyfuzji molekularnej

i dyspersji hydrodynamicznej
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Mathematical Modelling of Dissolution of Active Substances Contained in the Underground
Waste Depository Involving Diffusion and Chemical Reaction Kinetics

Abstract

The article concerns the dynamics of dissolution of active substances dispersed in a porous me-
dium by flowing fluid. The dissolution of solid grains is regarded as a heterogeneous chemical reaction
for which the phenomena occurring at the liquid—solid interface are significant. For the description of
the dissolution dynamics two principal parameters have been applied: the concentration of the active
substance in porous material G, and the concentration of the active substance in flowing fluid C. Each
of the parameters mentioned above is regarded as the function of position x and time ¢. The dissolution
models (progressive conversion model, unreacted core model, shrinking core model) have been com-
pleted with the heuristic hypothesis concerning the diffusion type transfer of dissolved substance across
the grain boundary layer (Eq. (18)). The hypothesis implies the modification of the dissolution kinetics
and involves the effects related to the solubility product R. The solution of the initial — boundary value
problem (5), (18), (6), (7), (8) referring to the dissolution problem has been obtained in the form of the
wave of concentration of the active substance in flowing fluid. The wave velocity is identical with the
advection velocity for the fluid flowing through a porous medium u. The diffusion and dispersion effects
imply the reduction of extreme concentration gradients between the displacing and displaced fluids.
Consequently, the translating concentration wave is smoothened, and it does contain a sharp jump rep-
resenting the discontinuity of the spatial derivative 0C/0Ox.

Keywords: dissolution, solubility, underground deposition of wastes, kinetics of homogeneous and heterogeneous
reactions
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