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Symulacja numeryczna roztwarzania substancji podczas
filtracji plynu w osrodkach porowatych

Mariusz R. SEAWOMIRSKI

Instytut Mechaniki Gorotworu PAN, ul. Reymonta 27; 30-059 Krakow

Streszczenie

Rozwazono problem roztwarzania substancji aktywnych rozproszonych w postaci drobnych ziaren w szkielecie
osrodka porowatego. Przyjeto, ze ptyn przeplywajacy przez osrodek porowaty roztwarza rozproszone w szkielecie sub-
stancje i unosi je z soba z predkoscia adwekceji u 16zng od predkosci filtracji v. Zatozono, ze roztwarzaniu towarzysza
dodatkowe procesy jak adwekcja, dyspersja hydrodynamiczna, dyfuzja mikroskalowa (dyfuzja okotoziarnowa) oraz
dyfuzja w skali makro. Proces roztwarzania potraktowano jako reakcjg chemiczna przebiegajaca alternatywnie w sposob
zgodny z trzema modelami roztwarzania (progressive conversion model, unreacted core model, shrinking core model).
Modele idealnego roztwarzania uzupetniono o sformutowana w innej pracy autora, oparta na prawie Ficka hipotezg
dyfuzyjnego transferu roztworzonej substancji przez okotoziarnowa warstwe graniczna. Hipoteza ta uwzglednia zara-
zem wplyw iloczynu rozpuszczalnos$ci na kinetyke zjawiska roztwarzania. Proces roztwarzania z towarzyszacymi mu
zjawiskami rownoleglymi opisano uzywajac rownan rézniczkowych czastkowych, w ktorych dwa podstawowe para-
metry, koncentracjg substancji aktywnej w o§rodku porowatym G oraz koncentracjg substancji aktywnej roztworzonej
w poruszajacym si¢ plynie C potraktowano jako funkcje potozenia x i czasu ¢. Ze wzgledu na istniejace nieliniowosci
i sprzgzenie rownan do rozwiazywania ich zastosowano metodg réznic skonczonych. W celu spetnienia wymagan
dotyczacych stabilnosci i zbieznos$ci procedur numerycznych starano si¢ sformutowac algorytm mozliwie glgboko
implicite. Zastosowano linearyzacjg cztonow nieliniowych oparta na ‘obcigciu’ wyrazen drugiego i wyzszych rzedow
ze wzgledu na krok czasowy obliczen. Tak sformutowane dwa algorytmy (semi-implicite i quasi-implicite) prowadza
na kazdym z kolejnych czasowych poziomoéw obliczen do rozwiazywania rOwnan macierzowych z wektorem niewia-
domym zawierajacym nieznane warto$ci koncentracji w poszczegolnych weztach przestrzennej siatki numeryczne;.

Slowa kluczowe: roztwarzanie, kinetyka reakcji chemicznych, modelowanie numeryczne, metoda réznic skonczonych

1. Wprowadzenie

Przeptywowi pltynu w osrodkach porowatych towarzyszy czgsto proces roztwarzania ziaren sub-
stancji statych wbudowanych w szkielet osrodka. Roztwarzanie rozproszonych substancji aktywnych jest
zjawiskiem powszechnie spotykanym zarowno w warunkach naturalnych jak i w rozmaitych urzadzeniach
technicznych. Roztwarzanie substancji r6zni si¢ od jej rozpuszczania tym, ze w trakcie procesu roztwarzania
roztwarzana substancja ulega przemianom chemicznym (np. dysocjacji elektrolitycznej), natomiast w trakcie
procesu rozpuszczania budowa molekularna czasteczek rozpuszczanej substancji nie podlega w zasadzie
modyfikacjom.

Roztwarzanie przez przeplywajaca wodg ziaren substancji mineralnych polaczone z wymiana jonowa
odgrywa decydujaca role¢ w chemicznych przemianach gleb. Lugowanie substancji rozproszonych wystepuje
w wielu procesach technologicznych inzynierii chemicznej. Realizowana droga roztwarzania drobnych ziaren
ekstrakcja substancji aktywnej rozproszonej w masie wydobytej i przemielonej surowej rudy jest podstawa
proces6w hydrometalurgicznych.

Roztwarzanie silnie rozproszonych substancji aktywnych i przechodzenie ich do roztworu stanowi
jeden z powazniejszych problemoéw inzynierii srodowiska. Ze wzgledu na wysoki stopien toksycznos$ci
substancje takie, zwlaszcza w postaci roztworéw stanowi¢ moga zagrozenie dla zwierzat, ludzi, a nawet
catych ekosystemow. Sytuacja w tej materii jest szczegolnie drastyczna w rejonach starych hatd i wysypisk,
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stanowiacych pozostatosci po nieistniejacych juz zakladach przemystowych rozwijajacych ‘petni¢ mocy
produkcyjnych’ w epoce, gdy nie obowiazywaty restrykcyjne przepisy ekologiczne.

Celem przedstawianej pracy jest prezentacja i analiza numerycznych metod modelowania procesu
roztwarzania substancji aktywnych rozproszonych w materiale szkieletu osrodka porowatego podczas po-
wolnej filtracji ptynu. Przyjmuje si¢, ze przeptywajacy plyn wypelnia cala przestrzen porowa osrodka, tj.
transport ptynu odbywa si¢ w rezimie naporowym. Tego typu roztwarzanie wystepuje powszechnie w pro-
cesach hydrometalurgicznych. Analiza takiego roztwarzania posiada rowniez istotne znaczenie dla oceny
zagrozen zwiazanych z filtracja wod przez podziemne sktadowiska odpadow.

W analizie dynamiki przebiegu procesu roztwarzania dogodnie jest uzywaé¢ dwoch podstawowych
parametrow: koncentracji substancji aktywnej w osrodku porowatym G oraz koncentracji substancji aktyw-
nej roztworzonej w poruszajacym si¢ ptynie C. Obydwa te parametry wyrazone sa formalnie przy pomocy
tych samych jednostek, tj. kg/m> lub mol/m>. Nalezy mie¢ jednak na uwadze, ze koncentracja substancji
aktywnej w o$rodku G odnosi si¢ do 1 m? o$rodka, natomiast koncentracji substancji aktywnej w roztwo-
rze C odnosi sig do 1 m? ptynu. Poniewaz ptyn wypehnia cala przestrzen porowa, objeto$é ktorej rowna jest
iloczynowi objetosci osrodka porowatego i jego porowatosci ¢, dlatego tez w warunkach statycznych (tj.
gdy ptyn jest nieruchomy i nie zachodza zadne procesy poza roztwarzaniem) spadek koncentracji substancji
aktywnej w osrodku porowatym réwny jest iloczynowi wzrostu koncentracji substancji aktywnej w ptynie
1 porowato$ci os$rodka, tj:

—-dG = &dC (M
Odnoszac zmiany koncentracji do czasu ¢, w warunkach statycznych bedziemy mie¢:
_9G —c oc )
dt dt

Natomiast w warunkach dynamicznych, w ktoérych nastepuje staty doptyw plynu z predkoscia ad-
wekcji u pochodna koncentracji substancji w ptynie wzgledem czasu nalezy zastapi¢ pochodna substan-

cjalna, tj:
a6 _ [ac  oc .
dt dt dx (3)

gdzie x jest potozeniem danego punktu w przestrzeni (w tym przypadku jedno-wymiarowej).

Nalezy mie¢ jednak na uwadze, ze w warunkach dynamicznych, spotykanych zar6wno w procesach
hydrometalurgicznych jak i w podziemnych sktadowiskach odpadéow roztwarzaniu towarzysza dodatkowe
zjawiska, ktorych uwzglednienie nie moze by¢ pominigte. Generalnie mozna przyjac, ze substancja roztwa-
rzana podlega nastgpujacym, rownoczesnie zachodzacym procesom:

* roztwarzaniu,

= adwekcji,

= dyfuzji molekularne;j,

= dyspersji hydrodynamiczne;j.

Procesy te w wigkszym lub mniejszym stopniu modyfikuja przebieg roztwarzania, decyduja tez o roz-
przestrzenianiu si¢ roztwarzanej substancji poza jej poczatkowe miejsce ‘sktadowania’.

2. Kinetyka roztwarzania w warunkach dynamicznych

Roztwarzanie traktowa¢ mozna z fizykochemicznego punktu widzenia jako homogeniczna lub czgsciej
heterogeniczna reakcje chemiczna, w ktorej istotna role odgrywaja zjawiska na granicy faz ciecz-cialo state.
W reakgcji tej ptyn wchodzi w kontakt z ciatem stalym, reaguje z nim i przeksztatca go w produkt reakc;ji.

W zaleznosci od zjawisk zachodzacych na granicy faz roztwarzanie przebiega¢ moze w rozmaity spo-
sob. Zgodnie z danymi literaturowymi (Lavenspiel, 1972) przyjmuje sig, ze roztwarzanie zachodzi zgodnie
z jednym z nast¢pujacych trzech modeli:

* modelem stopniowego przeksztalcania (ang. progressive conversion model),
* modelem nieprzereagowanego rdzenia (ang. unreacted core model),
* modelem kurczacego sig rdzenia (ang. shrinking core model).
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Zgodnie z modelem stopniowego przeksztatcania reakcja zachodzi rownoczesnie w catej objgtosci
ziarna. W warunkach statycznych mozna zatem przyjaé, ze szybkos¢ reakcji roztwarzania, tj. uyjemna po-
chodna koncentracji w osrodku porowatym wzgledem czasu, jest wprost proporcjonalna do koncentracji
substancji aktywnej w tym osrodku, tj.:

oG
-— =G 4)
ot
gdzie 1 jest stata szybkoS$ci reakcji roztwarzania. Rownanie kinetyczne roztwarzania (2) odpowiada reakcji
pierwszego rzedu. Rozwiazanie rownania (4) z warunkiem poczatkowym

o

G()|_,=G ®)

ma postac:
G(1) = G, exp(~ A1) ©)

Rozwiazanie wskazuje, ze w warunkach statycznych koncentracja substancji roztwarzanej w osrodku
spadac bedzie wyktadniczo w czasie, dazac asymptotycznie do wartosci zerowe;.

Zgodnie zmodelem nieprzereagowanego rdzenia reakcja roztwarzania zachodzi jedynie na powierzchni
miedzyfazowej. Powierzchnia reakcji, oddzielajaca nieprzereagowany rdzen od tzw. ‘popiotu poreakcyjnego’,
nie pozostaje statyczna, lecz w miar¢ uplywu czasu przesuwa si¢ w glab ziarna. W warunkach statycznych
mozna zatem przyjac, ze szybko$¢ reakcji roztwarzania (tj. ujemna pochodna koncentracji w osrodku poro-
watym wzgledem czasu) jest wprost proporcjonalna do powierzchni wlasciwej ziaren, tj.:

G _ S ,
ot Vv )
gdzie S jest powierzchnia ziaren substancji aktywnej, V' — ich objetoscia, a # — stata szybko$ci reakcji roz-
twarzania. Zaktadajac regularny (np. kulisty) ksztatt ziaren mozna wykazac¢ (p. np. Stawomirski, 2005¢), ze
zatozenie (7) prowadzi do nastgpujacego rownania kinetycznego w warunkach statycznych:

_0G

:AGZ/?’ 8
py ®)

gdzie 4 jest nowa stata szybkos$ci reakcji roztwarzania. Réwnanie kinetyczne (8) odpowiada reakcji che-
micznej rz¢du 2/3. Rozwiazanie réwnania (8) z warunkiem poczatkowym (5) jest jak nastepuje:

(1) = {(3\/50 . 1) dla 0<t<t, o

dla 2>y,

gdzie ¢; jest czasem roztwarzania rownym

(10)

Rozwiazanie (9) wskazuje, ze dla modeli nieprzereagowanego rdzenia i kurczacego si¢ rdzenia czas
roztwarzania jest skonczony i okreslony formuta (10).

Model kurczacego si¢ rdzenia stanowi odmiang modelu nieprzereagowanego rdzenia, w ktorej popiot
poreakcyjny jest natychmiast rozpuszczany po przereagowaniu. W warunkach statycznych przebieg procesu
roztwarzania dla modelu kurczacego si¢ rdzenia opisany jest analogicznymi réwnaniami jak dla modelu
nieprzereagowanego rdzenia.

Pomimo teoretycznej poprawnosci przedstawionych tutaj rownan nalezy mie¢ na uwadze, ze w rzeczy-
wisto$ci roztwarzanie substancji nie moze zachodzi¢ w sposob nieograniczony, gdyz jej stezenie w roztworze
ograniczone jest przez zwiazany z roztwarzaniem parametr zwany iloczynem rozpuszczalnosci.

Iloczyn rozpuszczalno$ci substancji o wzorze stechiometycznym A4,B; jest wielko$cia zdefiniowana
W Sposob:

R =[4]*[B)’ (11)
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gdzie [A4] jest stezeniem sktadnika A, natomiast [B] — stezeniem sktadnika B w roztworze. Dla kazdej roz-
puszczalnej substancji istnieje maksymalna wartos$¢ iloczynu rozpuszczalno$ci, po osiagnigciu ktorej proces
rozpuszczania praktycznie ustaje, a $cislej mowiac ustala si¢ stan rOwnowagi migdzy ilo$cia roztwarzane;j
substancji a ilo$cig tej substancji wytracanej w postaci osadu. Maksymalna warto$¢ iloczynu rozpuszczal-
nos$ci dla danej substancji moze by¢ okreslona jedynie doswiadczalnie. Dla niemal wszystkich substancji
wartos$¢ ta ros$nie z temperaturg roztworu.

Iloczyn rozpuszczalno$ci modyfikowaé moze w wielu przypadkach przebieg procesu roztwarzania.
Zalezy to w duzym stopniu od poczatkowej koncentracji substancji aktywnej w osrodku porowatym, a takze
od maksymalnej wartosci iloczynu rozpuszczalnosci. W warunkach dynamicznych, tj. w warunkach filtracji
plynu przez osrodek porowaty pewne znaczenie posiada¢ moga ponadto zjawiska zachodzace w poblizu
roztwarzanego ziarna substancji — w okotoziarnowej warstwie graniczne;.

Koncentracja roztworzonej substancji w zasadniczym strumieniu ptynu jest na ogét mniejsza od
koncentracji na §ciance roztwarzanego ziarna, a przenoszenie substancji w warstwie granicznej odbywa sig
droga dyfuzji. Zaktadajac, ze w bezposredniej bliskosci ziarna stezenie substancji aktywnej w ptynie rowne
jestiloczynowi jej rozpuszczalnosci R oraz przyjmujac, Ze transport rozpuszczonej substancji z powierzchni
ziarna poprzez warstwe graniczna do zasadniczego strumienia pltynu odbywa si¢ droga dyfuzji podlegajace;j
prawu Ficka, zaproponowa¢ mozna rownania kinetyki roztwarzania zmodyfikowane przez efekty zwiazane
z iloczynem rozpuszczalnosci (Stawomirski, 2005a).

Dla modelu stopniowego przeksztatcania rownanie to ma postac:

oG C
- —/I(I—R]G (12)

natomiast dla modeli nieprzereagowanego rdzenia i kurczacego sig rdzenia przybiera ono nastepujaca forme:

_aG:l(l_C)Gm (13)
ot R

Wychodzac z powyzszych rownan i zaktadajac warunki statyczne mozna wykaza¢ (Stawomirski,
2005a), ze w przypadku substancji o niskiej rozpuszczalnosci, gdy iloczyn rozpuszczalnosci jest duzo
mniejszy od poczatkowej koncentracji substancji aktywnej w ztozu porowatym (R << ¢G,), st¢zenie sub-
stancji aktywnej w ptynie C rosna¢ moze powoli w czasie, a jego géornym ograniczeniem jest warto$¢ R.
W warunkach dynamicznych stale filtrujacego plynu wartos¢ ta nie jest w praktyce nigdy osiagana, a sam
proces roztwarzania znajduje si¢ permanentnie w stanie nierownowagowym. Zjawisko roztwarzania jest
tutaj procesem powolnym, a o jego przebiegu decyduje kinetyka, cho¢ iloczyn rozpuszczalnos$ci wptywa
na jej postac.

Natomiast w przypadku substancji o wysokiej rozpuszczalnosci, tj. gdy iloczyn rozpuszczalnosci
jest duzo wigkszy od poczatkowej koncentracji substancji aktywnej w ztozu porowatym (R >> ¢G,), steze-
nie substancji aktywnej w ptynie C osiagnie szybko jego maksymalna wartos¢ wynikajaca z poczatkowe;j
koncentracji w ztozu, na ogoét nizsza od wartosci R. lloczyn rozpuszczalnosci nie modyfikuje tutaj kinetyki
—wplywa jedynie nieznacznie na warto$¢ statej szybkosci reakcji 4. Inaczej mowiac, w omawianym przypadku
w krotkim czasie calo$¢ substancji zawartej poczatkowo w ztozu przejdzie do roztworu, a proces roztwarzania
osiagnie stan rownowagowy wynikajacy z ‘wyczerpania zasobow’ substancji zdolnej do roztwarzania.

Mamy tym samym dwie skrajne sytuacje zwigzane z procesem roztwarzania: powolne roztwarzanie
zdeterminowane kinetyka procesu oraz szybkie roztwarzanie zdeterminowane iloczynem rozpuszczalnosci.
Pierwszy z powyzszych przypadkow dotyczy trudno rozpuszczalnych substancji, w tym takze tych o wysokiej
toksycznosci; posiada wigc istotne znaczenie z punktu widzenia ochrony §rodowiska. Drugi z przypadkéw
odnosi si¢ do tatwo rozpuszczalnych, powszechnie wystgpujacych soli (np. NaCl), o niewielkiej na ogo6t
szkodliwosci. Z ekologicznego punktu widzenia posiada on znaczenie jedynie w warunkach wylugowywania
duzych ilosci substancji.

3. Adwekcja, dyfuzja i dyspersja

W warunkach dynamicznych rozpuszczona (a czg$ciej roztworzona) substancja aktywna podlega
adwekcji, tj. unoszeniu przez przeptywajacy ptyn. Adwekcja jest zjawiskiem hydrodynamicznym podle-
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gajacym prawom mechaniki ptynéw. Jej podstawowym parametrem jest predkos¢ adwekeji u. W osrodku
porowatym predkos$¢ adwekeji jest identyfikowana z lokalnie $rednig predko$cia poruszania si¢ czastek
ptynu. Predkos¢ adwekcji u jest identyczna co do kierunku lecz rézna co do wartosci w odniesieniu do
predkosci filtracji ptynu w osrodku porowatym v. Zalezno$¢ miedzy predkosciami u i v wyraza si¢ wzorem
(Bear, 1972; Collins, 1961):

V=¢u (14)

gdzie ¢ jest porowato$cig osrodka porowatego.

Obecnos¢ adwekcji powoduje, ze w bilansie molowym roztwarzanej substancji pojawia si¢ pochodna
substancjalna (p. rown. (3)).

Dyfuzja jest zjawiskiem molekularnym prowadzacym do wyréwnywania rdznic stgzen substancji
wystepujacych w obszarach sasiednich. Przyjmuje si¢ powszechnie, ze dla niezbyt duzych st¢zen procesy
dyfuzyjne podlegaja prawu Ficka, zgodnie z ktorym wektor gestosci strumienia dyfuzji jest wprost propor-
cjonalny do wzigtego ze znakiem ujemnym gradientu koncentracji substancji dyfundujacej. Prawo Ficka
prowadzi do parabolicznego réwnania dyfuzji, w ktorym parametrem fizycznym charakteryzujacym proces
dyfuzji jest wspotczynnik dyfuzji D,,.

W niniejszej pracy w zagadnieniu roztwarzania substancji rozproszonych w szkielecie osrodka poro-
watego przez filtrujacy ptyn wyrdznia dyfuzje mikroskalowa oraz dyfuzje makroskalowa. Oczywiscie, chodzi
o0 jedno i to samo zjawisko dyfuzji — rozrdznienie wystepuje jedynie w odniesieniu do skali odlegtosci, na
ktorej ujawnia sig proces dyfuzji. Przez dyfuzj¢ mikroskalowa rozumiany jest tutaj proces dyfuzji zachodzacy
w bezposrednim otoczeniu roztwarzanego ziarna. Stanowi ona zasadniczy mechanizm transferu roztworzone;j
substancji przez warstwe graniczng, od $cianki ziarna, gdzie st¢zenie roztworzonej substancji jest wigksze,
do zasadniczego strumienia ptynu, gdzie stezenie roztworzonej substancji jest mniejsze. Obecnos¢ dyfuzji
mikroskalowej uwzgledniona jest w rownaniach (12) i (13) modyfikujacych kinetyke roztwarzania substancji
aktywnych. Wystepowanie dyfuzji okotoziarnowej nie ujawnia si¢ natomiast w makroskalowym bilansie
molowym, gdyz nie obejmuje on proceséw mikroskalowych.

W réwnaniu transportu roztworzonej substancji powinny by¢ natomiast uwzglednione efekty zwiazane
z dyfuzja w skali makro. Dyfuzjeg t¢ charakteryzuje wspotczynnik dyfuzji D,

Fizyczny obraz efektow dyfuzyjnych w skali makro jest bardzo podobny do efektow zwigzanych
z dyspersja hydrodynamiczng. W przeciwienstwie do dyfuzji bedacej zjawiskiem molekularnym, dysper-
sja jest efektem hydrodynamicznym zwiazanym w osrodku porowatym z ksztattem przestrzeni porowe;j.
Dyspersja hydrodynamiczna polega na odchylce rzeczywistego przemieszczania si¢ plynu w stosunku do
wartos$ci sredniej na skutek topologicznej struktury przestrzeni porowej. Dyspersja podtuzna jest wynikiem
ro6znic miedzy $rednicami kanalow porowych, w rezultacie czego transport ptynu w kanatach o wigkszych
srednicach odbywa si¢ szybciej niz w kanatach o mniejszych srednicach. Dyspersja poprzeczna jest zwiazana
z odchyleniem kierunku kanatow od kierunku lokalnie $redniego gradientu ci$nienia, w rezultacie czego
pojawia sig¢ ‘rozmyty’ przeptyw poprzeczny. W przeciwienstwie do dyfuzji dyspersja zwiazana jest Scisle
z przeptywem i zanika, gdy tylko przeptyw ustaje.

Dyspersja opisana jest takim samym rownaniem parabolicznym jak dyfuzja. Odpowiednikiem wspot-
czynnika dyfuzji D, jest wspotczynnik dyspersji D,,. Makroskopowe obrazy dyfuzji i dyspersji w warunkach
dynamicznych sa niemal identyczne, mimo iz fizykalne przyczyny tych zjawisk sa zupehie rozne. Czgsto
odrdéznienie obydwu procesow jest praktycznie niemozliwe bez szczegdtowej ich analizy na poziomie mikro.
Dlatego tez w makroskopowych modelach fenomenologicznych obydwa zjawiska opisuje si¢ czesto tacznie
uzywajac jednego wspolnego wspotczynnika dyfuzji-dyspersji x. Dla osrodkow porowatych wspotczynnik
ten zdefiniowany jest jako suma wazona wspotczynnika dyfuzji i wspotczynnika dyspersji (Bear, 1972):

K:DL¢+0Dd (15)

gdzie 0 jest tzw. kretoscia kanatow porowych (ang. fortuosity) zdefiniowana przez Carmana (1937) w sposob:

2
L
(e

przy czym L, jest dtugoscia osi kanalu porowego, a L — mierzona w linii prostej odlegtoscia migdzy poczat-
kiem 1 koficem tego samego kanalu porowego.
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Biorac pod uwage superpozycje proceséw roztwarzania, dyfuzji molekularnej i dyspersji hydrody-
namicznej otrzymuje si¢ oparte na bilansie molowym (lub masowym) nastgpujace réozniczkowe rdwnanie
transportu roztwarzanej substancji aktywnej zawierajace dwa podstawowe parametry procesu, tj. koncen-
tracje substancji aktywnej w osrodku porowatym G oraz koncentracje substancji aktywnej roztworzone;j
w poruszajacym si¢ plynie C (Stawomirski, 2000, 2002a, 2005a):

. 0C(x,1) e 0C(x,1) N 0G(x,1) _ gi . 0C(x,1)
ot ox ot Ox Ox

(17

Dla przeplywoéw dwu- i trojwymiarowych réwnanie (17) moze by¢ tatwo uogélnione do postaci:

g{ﬁCg,t) + ﬁgradC(x,t)} + aGa(;C,t) = gdiv[x grad C(x,1)] (18)

Roéwnanie (17) wraz z rownaniem kinetyki (12) lub (13) tworzy zamknigty uktad rownan nieliniowych
opisujacy roztwarzanie substancji rozproszonej w osrodku porowatym wraz z adwekcja, dyfuzja i dyspersja.
Jednoznaczno$¢ rozwiazania takiego uktadu rownan wymaga dotaczenia warunkéw granicznych w postaci
warunkow poczatkowych i brzegowych. Warunki poczatkowe dla koncentracji substancji w ztozu i w prze-
pltywajacym plynie okreslaja koncentracje w ptynie i w ztozu w chwili poczatkowej ¢ = 0:

Cx,0)|_,=C, () (19)
G(x,0)|_,=G,(x) (20)

Wielkosci poczatkowe C, i G, traktowa¢ mozna niekiedy jako state, cho¢ w ogolnym przypadku sa
one funkcjami potozenia. Warunek brzegowy

Cx,0)|_, = C,(t) (1)

okresla stezenie substancji roztwarzanej w ptynie doptywajacym przez brzeg x = 0 rozpatrywanego obszaru.
Wielko$¢ G, jest w ogolnym przypadku funkcja czasu t. W przypadku, gdy do obszaru roztwarzania doptywa
czysty, nieskazony ptyn, mozna przyja¢ G, =0 .

Uktad rownan (17), (12) lub (17), (13) z warunkami granicznymi (19), (20), (21) tworzy zagadnienie po-
czatkowo-brzegowe. Zagadnienie to jest nieliniowe — mozna go wigc rozwigza¢ metodami numerycznymi.

4. Réznicowa metoda rozwiazania zagadnienia roztwarzania
w warunkach adwekcji, dyfuzji i dyspersji

Numeryczna metoda roznic skonczonych polega na dyskretyzacji operatorow kontinualnych zawartych
w rownaniach. Prowadzi to do aproksymacji rownan rézniczkowych rownaniami réznicowymi, linearyzacji
cztonow nieliniowych, zamiany rownan réznicowych na rownania macierzowe i rozwigzania ich metodami
algebry liniowej. Rozpatrywany obszar problemu dzieli si¢ na prostokatne zazwyczaj bloki przy pomocy
siatki numerycznej, a obliczenia wykonuje si¢ na kolejnych poziomach czasowych n = 1,2,3, ... Poziom
poczatkowy n = 0 traktuje si¢ jako zadany warunkami poczatkowymi.

Aproksymacja réznicowa rownan rozniczkowych nie jest jednoznaczna, tj. istnieje wiele aproksymacji
réznicowych danego roéwnania rézniczkowego. Jednakze jedynie nieliczne z nich prowadza do poprawnych
rezultatow. Przyczyna niepowodzenia pozostatych aproksymacji jest niekorzystna kumulacja bledow, zabu-
rzajaca w sposob drastyczny otrzymane rozwiazanie.

Poprawnos¢, a raczej ‘skutecznos¢’ lub tez ‘efektywnos¢’ aproksymacji roznicowej zalezy od wielu
czynnikow, z ktorych najwazniejsza rolg odgrywaja (Collaz 1955a, 1955b; John, 1952, 1953; Lax, 1953,
1956; Richmyer i Morton, 1967):

* poprawnos$¢ postawienia,
= konsystentnosc,

» stabilnosc¢,

= zbieznosc¢.
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Poprawnos$¢ postawienia (ang. proper posedness) stanowi fundamentalny warunek, naruszenie kto-
rego powoduje catkowita nieefektywno$¢ obliczen numerycznych nawet w przypadku spelnienia wszelkich
pozostalych warunkow efektywnosci.

Zgodnie z koncepcja Hadamarda zagadnienie poczatkowe jest postawione poprawnie, jesli istnieje
rodzina jednostajnie ograniczonych operatorow (rozréznianych za pomoca parametru rzeczywistego iden-
tyfikowanego z czasem f), takich, ze klasa tych operatoréw transformuje warunek poczatkowy w rozwia-
zanie problemu w dowolnej chwili ¢, przy czym domena kazdego z operatoréw w obrebie klasy jest gesta
w odpowiedniej przestrzeni Banacha.

Konsystentno$¢ aproksymacji (ang. consistency) zwiazana jest ze kompatybilnoscia formalnej postaci
aproksymacji réznicowej z wyjsciowym rownaniem rézniczkowym.

Aproksymacja r6znicowa jest konsystentna z uktadem réwnan rézniczkowych jesli granica réznicy
migdzy uktadem réwnan rézniczkowych a jego aproksymacja réznicowa zdaza do zera przy zdazajacych
do zera wymiarach blokéw obliczeniowych oraz wielko$ciach krokéw czasowych.

Poniewaz stosuje si¢ niemal wylacznie aproksymacje konsystentne, problem konsystentno$ci aprok-
symacji posiada znaczenie z bardziej teoretycznego niz praktycznego punktu widzenia.

Zbieznos¢ aproksymacji (ang. convergency) jest wlasno$cia asymptotyczna zwiazang z wielko$cia
stosowanych krokow czasowych obliczen numerycznych Jt.

Rozwiazanie rownan réznicowych jest zbiezne do rozwigzania uktadu rownan rézniczkowych, jesli
dla dowolnej lecz ustalonej chwili # rozumiana w sensie normy réznica migdzy rozwiazaniem przyblizonym
a doktadnym zmierza do zera przy zwigkszaniu do nieskonczonosci liczby krokow, na ktore podzielony
zostal catkowity czasowy interwal obliczen.

W przeciwienstwie do konsystentnosci i zbieznosci stanowiacych wlasnosci asymptotyczne, stabilnosé
aproksymacji (ang. stability) dotyczy zachowania si¢ bledu aproksymacji roznicowe;j. Blad taki, zwany btgdem
obcigcia (ang. truncation errvor) powstaje zawsze, gdy kontinualne operatory réozniczkowania zastgpujemy
roéznicami skonczonymi. W aproksymacjach stabilnych btad ten nie ulega wzmocnieniu, tj. powigkszaniu
w sensie normy, na kolejnych czasowych poziomach obliczen. W aproksymacjach niestabilnych kumulujace
si¢ btedy przewyzszaja wielkos¢ wlasciwego rozwiazania, co w rezultacie prowadzi do otrzymania bezsen-
sownych wynikow obliczeniowych.

W metodach réznicowych stabilnos¢ jest parametrem ‘krytycznym’, decydujacym czgsto o efektyw-
nos$ci zastosowanej aproksymacji roznicowe;.

Dla rozwiazywania uktadéw rownan rozniczkowych czastkowych metoda réznic skonczonych fun-
damentalne znaczenia posiada nast¢pujace twierdzenie sformutowane i udowodnione przez Laxa (1953):

,»Dla poprawnie sformutowanego zagadnienia poczatkowego i odpowiadajacej mu aproksymacji roz-
nicowej spelniajacej wymaganie konsystentnosci stabilno$¢ jest warunkiem koniecznym i wystarczajacym
uzyskania poprawnego rozwiazania.”

Badanie stabilno$ci ro6znicowych aproksymacji uktadow rownan rézniczkowych czastkowych jest
operacja dos¢ skomplikowana. Sposrod metod badania stabilno$ci najwigksze znaczenie posiada metoda
analizy harmonicznej sformutowana przez von Neumanna i rozwinigta przez O’Briena et al. (1950). Me-
toda ta polega na badaniu zachowania si¢ harmonicznych reprezentacji blgdéw aproksymacji na kolejnych
czasowych poziomach obliczen. Podstawiajac jednoczgstotliwosciowe rozwinigcie btedu aproksymacji
w zespolony szereg Fouriera do uktadu rownan dla réznicowej aproksymacji btgedu otrzymuje si¢ zwiazek
migdzy wektorami amplitud rozwinig¢ btgdow na nastepujacych po sobie poziomach czasowych. Zwiazek
ten zawiera w sobie macierzowy operator amplifikacji transformujacy wektor amplitud btgdéw na poziomie
czasowym n w wektor amplitud btedow na poziomie czasowym z + 1. Warunkiem stabilno$ci aproksymacji
réznicowej jest aby norma wektora amplitud btedow aproksymacji zmniejszata si¢ na kolejnych poziomach
czasowych. Jest to mozliwe wtedy 1 tylko wtedy, gdy norma zespolonego macierzowego operatora ampli-
fikacji jest mniejsza od jednosci dla wszystkich rzeczywistych warto$ci czgstotliwosci falowych rozwinigé
fourierowskich w oraz na wszystkich czasowych poziomach obliczen.

W celu oszacowania wielko$ci normy operatora amplifikacji wykorzystuje si¢ jej zwiazek z pro-
mieniem spektralnym tego operatora. Promien spektralny jest promieniem najmniejszego kota centralnego
na ptaszczyznie zespolonej, w ktorym mieszcza si¢ wszystkie rzeczywiste i zespolone wartosci wlasne
tego operatora. Norma operatora jest rowna jego promieniowi spektralnemu migdzy innymi wtedy, gdy
operator ten komutuje ze swoim sprz¢zeniem hermitowskim, lub tez jesli sktadowe operatora tworza klasg
operatorow jednostajnie ograniczonych dla wszystkich rzeczywistych warto$ci czgstotliwosci falowych w.
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Oszacowanie normy operatora amplifikacji sprowadza si¢ wowczas do wyznaczenia jego warto$ci wlasnych
oraz promienia spektralnego.

Jak wida¢ z powyzszych uwag praktyczne przeprowadzenie badania stabilnosci réznicowej aproksy-
macji uktadu rownan rézniczkowych czastkowych jest dos¢ skomplikowane i wymaga dobrej znajomosci
analizy funkcjonalnej oraz teorii funkcji zespolonych. Pozwala jednak na okreslenie warunkow, ktore musza
by¢ spelione odno$nie wielkosci blokéw obliczeniowych oraz krokéw czasowych, aby obliczenia nume-
ryczne prowadzity do poprawnych rezultatow.

W odniesieniu do uktadu rownan opisujacych roztwarzanie substancji aktywnych rozproszonych
w osrodku porowatym przy rownoczesnej obecnosci adwekcji, dyfuzji i dyspersji przeanalizowano kilka
‘obiecujacych’ aproksymacji roznicowych. Starano sig przy tym stosowac aproksymacje mozliwie gigboko
implicite, aby zapewni¢ wymagania dotyczace stabilnosci.

W odniesieniu do rownan rézniczkowych transportu (17) najprostsza wydaje si¢ by¢ aproksymacja
typu explicite:

g -ct ¢ -Ch N LG =G kO = (1 +K14100)C 45415 CL

1+ufl - — i+l 22
5t R sx e ot (5x) (22)

gdzie parametr i wyznacza potozenie bloku obliczeniowego na siatce numerycznej, parametr # okre$la poziom
czasowy obliczen, Jx jest dlugoscia bloku obliczeniowego, a J¢ jest wielkoscia kroku czasowego.
Powyzszy schemat roznicowy w polaczeniu z aproksymacja réwnania kinetyki (12) typu explicite

ntl _ ~n n
JG G S (23)
ot R

. e L . L 1 1 . . -1
pozornie umozliwia wyznaczenie nieznanych wielko$ci G,-"+ , C, ,~n+ w prosty sposob. Koncentracja G, na
nowym poziomie czasowym #n + 1 w kazdym z i-tych bokow obliczeniowych mogtaby by¢ wyznaczona
z roOwnania (23), a nastgpnie podstawiona do rownania (22). Rownanie to umozliwitoby wowczas bezpo-

srednie wyznaczenie koncentracji Cin_l w i-tym bloku na nowym poziomie czasowym n + 1.

Pomimo prostoty i pozornej oczywistosci algorytm taki nie prowadzitby jednak do poprawnych wy-
nikow, gdyz aproksymacja (22), (23) jest numerycznie niestabilna, a kumulujace si¢ bledy spowodowalyby
‘katastrofe obliczeniowa’.

Znacznie lepszym sposobem w odniesieniu do réwnania transportu (17) jest zastosowanie aproksy-
macji explicite dla cztonéw hiperbolicznych i implicite dla czlondéw parabolicznych:

+1 +1 n n+l +1 +1
¢ -G Ty ¢ -Ch n 167 -G _KnGh — (i1 + K1) C + K1 Gl (24)
St SR sx e Ot (6x)

Z punktu widzenia stabilno$ci najlepszym wariantem wydaje si¢ by¢ polaczenie aproksymacji (24)
dla réwnania transportu (17) z aproksymacja w petni implicite dla rownania kinetyki (12):

n+l _ n n+l
_G -G 5 G _ 1(1 _% jG,,”“ (25)

Jednakze taka aproksymacja prowadzi do powstania nieliniowego wyrazenia typu C,~n+1 G,-nﬂ, ktore
uniemozliwia dalsze stosowanie metod algebry liniowej w rozwiazaniu problemu. Najbardziej efektywnym
sposobem rozwiazania tego problemu jest linearyzacja prawej strony wyrazenia (25).

Linearyzacja polegajaca na zastapieniu aproksymacji implicite (25) aproksymacja explicite (23) wy-
daje si¢ by¢ niezbyt atrakcyjna ze wzgledu na mozliwo$¢ pojawienia si¢ niestabilnosci. Niestety, nie udato
si¢ uzyska¢ ogdlnego warunku stabilno$ci dla aproksymacji (24), (23) nawet w sensie lokalnym z powodu

trudno$ci matematycznych.
Linearyzacja typu
n+l n+l
=S G = -G G/ (26)
R R
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jestrowniez do$¢ ryzykowna, gdyz podobnie jak w przypadku poprzednim nie udato sig tutaj uzyskac ogol-
nego warunku stabilno$ci dla aproksymacji (24), (26).
Nieztym rozwigzaniem jest natomiast linearyzacja typu semi-implicite

n+l n
A G G"=2 1—C—f G 27
R R
prowadzaca do nastgpujacej aproksymacji zmodyfikowanego rownania kinetyki:
G(l+1 _ Gn Cn .
-t = |1-— |G 28
S-S %)

.. , . . . ., .. n+l . L, .
Wyrazajac z rownania (28) nieznang wielkos¢ koncentracji G;  przy pomocy wielko$ci znanych na
poziomie czasowym 7

G/

1+ /15{1— G J
R

i podstawiajac to wyrazenie do aproksymacji (24) otrzymuje si¢:

G = (29)

n+l n+l n+l n+l n n n
KianCll =Kyt k)G +x,,Cl G = oy G -Ci
= i-1/2
ox

(5x) 5t

(30)

_ G - 1
eot 1+ A6t(1-C'/R)
Relacje powyzsza sprowadzi¢ mozna tatwo do postaci:

{Lj Ci’il + L;Cinﬂ + Lz%cirj:il = Q[n}izl,zg,.“ (€29)
gdzie wielkosci L%, L;, L7,Q;" sa znane na poziomie czasowym 7, a rownanie odnosi si¢ do wszystkich
weztow siatki numerycznej i = 1,2,3,...

Uktad (31) moze by¢ zapisany w postaci jednego rOwnania macierzowego:

L" Cn+1 — Qn (32)

gdzie C""! jest poszukiwanym wektorem nieznanych na poziomie n + 1 wielkosci koncentracji C,-"H, Q" jest
wektorem wyrazow wolnych O/, a L” jest macierza wspotczynnikéw znanych na poziomie n. W przypadku
jednowymiarowym, gdy macierz wspotczynnikow L” ma postac trojdiagonalna, rOwnanie macierzowe (32)
rozwigza¢ mozna szybko stosujac metode faktoryzacyjna oparta na algorytmie Thomasa.

Wielkosci koncentracji w osrodku porowatym na poziomie 7 + 1 w poszczegodlnych blokach oblicze-

niowych Gl-"+1 wyznaczy¢ mozna z formuty (29), lepiej jednak skorzystaé z nastgpujacego wzoru zwiazanego
z aproksymacja implicite:
G/

n+l
1+16{1— ¢ J
R

Gin+1 — (33)

Poczynajac od poziomu zerowego obliczenia powtarzane sa na kolejnych poziomach czasowych
n=1,2,3,..., przy czym na kazdym z poziomow rozwiazywane jest rownanie macierzowe (32), a wielkosci kon-

centracji w osrodku porowatym w poszczegolnych blokach obliczeniowych Ginﬂ obliczane sa ze wzoru (33).

Omawiana aproksymacja semi-implicite (27) stanowi przyblizenie aproksymacji implicite (25) z do-
ktadnoscia rzedu O(d¢), przy czym O(...) jest tzw. duzym symbolem Landaua. Wielko$¢ f({) jest rzedu O({)
jesli granica stosunku tej wielkosci do jej argumentu jest stata, tj.:
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f()=0¢) < 1im% = const. (34)
>0
W celu uzyskania linearyzacji aproksymacji implicite (25) o wigkszej doktadno$ci niz O(d¢) proponuje
si¢ nastepujace przyblizenie:
C[n+1 G;Hl ~ C;Hl G,n + C,” Gin+l _ C,'n G,n (35)
Podstawienie reprezentacji (35) do aproksymacji (25) daje:

n+l n
_ Gi — Gi

— Z, l:GinH _ l (Cin+l G,'n + Cln Gin+l _ C,'n Gln ):| (36)
ox R

Doktadnos¢ przyblizenia (35) oszacowa¢ mozna w nastgpujacy sposob: Rozwazmy rozwinigcia Tay-

. , . ntl nt+l
lora dla wielkosci C;  oraz G; :

St 5t

c'=C"+ Tc’u o> C"+0)=C"+C"S5t+0(51%) (37)
n+l n 5t "m 512 "n 3 n " 2
G"=G +TG +7G +0(6)=G"+G"5t+0(5t7) (38)

C e, n+l n+l .
Iloczyn rozwinie¢ C; oraz G;  bedzie:

C™MG™M =[C"+ C" 5t + O0(5t)|[G" + G 5t + O(517)] (39)

C™'G"™'=C"G"+ C"G" 5t + C" G"St+ 0(5t°) (40)
Réwnoczesnie mamy:

C'"G"™ = C"G"+ C"G" 5t + 0(5¢°) (41

C"™G"=C"G"+ C" G"51+0(51%) (42)
Poréwnujac wyrazenia (40), (41), (42) otrzymujemy:
Cn+1 G/Hl — Cn+l G/z+ CnGn+1 _ CnGn + O(6l2) (43)

Linearyzacja (36) aproksymacji w pelni implicite (25) realizowana jest z doktadno$cia wigksza niz
w przypadku linearyzacji (27), gdyz blad linearyzacji jest rzedu O(J£°).

Poniewaz wyrazenie (36) nie zawiera cztonow nieliniowych, algorytm postgpowania oparty na line-
aryzacji quasi-implicite (36) jest bardzo podobny do omoéwionego uprzednio algorytmu postgpowania dla
linearyzacji semi-implicite (28). Zagadnienie, podobnie jak w przypadku oméwionym uprzednio sprowadza
si¢ do rozwiazywania réwnania macierzowego (32) na kolejnych czasowych poziomach obliczen.

Na podstawie skomplikowanych rozwazan, ktorych ideg przedstawiono we wstgpie do niniejszego
rozdziatu mozna wykazac, ze aproksymacje roznicowe quasi-implicite (24), (28) oraz semi-implicite (24),
(36) sa stabilne lokalnie, jesli spetniony jest warunek Couranta-Hilberta:

ox

Uiri2

S5t < (44)

Nalezy si¢ spodziewac, ze stabilno$¢ aproksymacji quasi-implicite (36) powinna by¢ nieco wigksza
niz aproksymacji semi-implicite (28). R6znicy tej nie udato si¢ uchwyci¢, gdyz badanie stabilno$ci miato
jedynie charakter lokalny.

Chociaz nie udowodniono dotad, ze stabilno$¢ lokalna aproksymacji réznicowych pociaga za soba
stabilno$¢ globalna, liczne eksperymenty obliczeniowe wykazaty, ze, poza nielicznymi wyjatkami, procedury
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stabilnie lokalne sa rowniez stabilne globalnie. Dlatego tez przedstawione tutaj metody réznicowe oparte na
aproksymacjach semi-implicite oraz quasi-implicite stanowia efektywne metody symulacyjne dla zagadnie-
nia roztwarzania substancji aktywnych rozproszonych w osrodku porowatym w warunkach rownoczesne;j
adwekcji, dyfuzji molekularnej i dyspersji hydrodynamiczne;.
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Numerical Simulation of Dissolution of Active Substances Accompanying the
Flow of Fluids through Porous Media

Abstract

In the paper the author considered the problem of dissolution of active substances dispersed as small grains
located in the skeleton of a porous material. It has been assumed that the fluid flowing through a porous medium
dissolves substances embedded in the skeleton, and transfers them with advection velocity u different from the
superficial flow velocity v. The dissolution process is regarded to be accompanied by advection, dispersion, micro-
scale diffusion (diffusion in the vicinity of dissolving grain), and macro-scale diffusion. The dissolution process
is regarded as the chemical reaction realised according to one of three alternative models: progressive conversion
model, unreacted core model, and shrinking core model. The dissolution models have been completed with the Fick-
law based hypothesis concerning the diffusion-type transfer of the dissolved substance through the grain boundary
layer. The hypothesis involves the influence of the solubility ratio R on the kinetics of dissolution process. The dis-
solution process accompanied by advection, diffusion and dispersion have been described by means of the system
of partial differential equations. Two principal parameters involved in the differential equations, the concentration
of the active substance in a porous medium G, and the concentration of the active substance in the flowing fluid C
are regarded as continuous functions of position x and time z. Taking into account the non-linearity of equations the
finite difference technique has been applied. An attempt to apply implicit-type approximation to avoid instability
problems has been undertaken. The author applied the linearization of non-linear terms based on truncation of second
order terms with respect to time step. Two efficient computational algorithms, the semi-implicit algorithm, and the
quasi-implicit algorithm imply to solve the matrix equation for successive computational time levels. In the matrix
equation the components of the unknown vector represent the magnitudes of concentrations of the active substance
for i-th computational blocks at the new n + 1 computational time level.

Keywords: dissolution, chemical reaction kinetics, numerical simulation, finite difference methods
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