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Analiza roztwarzania substancji aktywnych z uwzglednieniem
efektow dyfuzyjnych okoloziarnowej warstwy granicznej

MARIUSZ R. SEAWOMIRSKI

Instytut Mechaniki Gorotworu PAN, ul. Reymonta 27, 30-059 Krakow

Streszczenie

W pracy przedstawiono matematyczny model roztwarzania substancji aktywnej rozproszonej w ztozu o pta-
skiej powierzchni przez swobodny strumien naptywajacego ptynu. Na przebieg procesu roztwarzania maja wowczas
wplyw zjawiska zachodzace w warstwie granicznej poruszajacego si¢ ptynu. Jako podstawowe parametry przyjgto
koncentracj¢ substancji aktywnej w ztozu H oraz koncentracjg tej substancji w roztworze C. Sam proces roztwarzania
potraktowano jako hetero-geniczna reakcjg chemiczng opisang zmodyfikowanym rownaniem kinetyki chemicznej
rz¢du pierwszego lub rzedu ¥ w zaleznos$ci od ksztattu ziaren substancji aktywnej. Modyfikacja rownan kinetyki
polega na uwzglednieniu wptywu iloczynu rozpuszczalno$ci na dynamik¢ procesu roztwarzania. Ze wzgledu na
zerowa predkos¢ zardwno normalnej jak i stycznej sktadowej wektora predkosci naptywajacego ptynu na powierzchni
ztoza, w obrebie warstwy granicznej wydzielono przylegajaca do ztoza podwarstwe dyfuzyjna o matej miazszosci.
Przyjeto, ze w podwarstwie dyfuzyjnej transport roztworzonej substancji aktywnej odbywa si¢ wylacznie droga
dyfuzji, natomiast w pozostalej strefie warstwy granicznej — droga adwekcji. Korzystajac z bilansu molowego sub-
stancji aktywnej na granicy podwarstwy dyfuzyjnej okreslono rozklad stezen substancji roztworzonej na granicy
tej podwarstwy. Wchodzacy do bilansu strumien dyfuzji wyznaczono korzystajac ze zmodyfikowanego rownania
kinetyki roztwarzania. Zmiany koncentracji substancji rozproszonej w ztozu okresla si¢ korzystajac z rownania
kinetyki chemicznej procesu roztwarzania. Rozklad koncentracji substancji roztworzonej w warstwie granicznej
wyznacza si¢ z rOwnania adwekcji, w ktorym sktadowe predkosci okreslone sa rozwiazaniami hydrodynamicznych
réwnan warstwy granicznej. W przypadku jednorodnego strumienia rownoleglego do powierzchni ztoza rozwiazania
réwnan warstwy granicznej okreslone sa poprzez tzw. funkcje Blasiusa.

Stowa kluczowe: roztwarzanie, tugowanie, kinetyka reakcji chemicznych, laminarna warstwa graniczna, mode-
lowanie matematyczne

1. Roztwarzanie przez strumien plynu

Zgodnie z definicja powszechnie przyjeta w fizykochemii roztwarzanie polega na przechodzeniu
substancji statej do roztworu z towarzyszaca mu zmiana chemicznej i molekularnej struktury tej substancji.
Tym samym roztwarzaniu towarzyszy reakcja chemiczna. W przypadku soli nieorganicznych przechodza-
cych do roztworow wodnych jest to reakcja dysocjacji elektrolitycznej. Natomiast rozpuszczanie polega na
przechodzeniu substancji do roztworu bez zmiany jej struktury chemiczne;j.

Roztwarzanie rozproszonych substancji aktywnych jest zjawiskiem powszechnie spotykanym zarowno
w warunkach naturalnych jak i w rozmaitych procesach technologicznych. Wiele proceséw technologicznych
inzynierii chemicznej wymaga tugowania substancji rozproszonych w naturalnym lub sztucznym zlozu.
Ekstrakcja substancji aktywnej rozproszonej w masie wydobytej i przemielonej surowej rudy realizowana
droga roztwarzania drobnych ziaren stanowi podstawe procesow hydrometalurgicznych. Roztwarzanie ziaren
substancji mineralnych przez przeplywajaca wodg potaczone z wymiana jonowa odgrywa decydujaca role
w chemicznych przemianach gleb.

Roztwarzanie silnie rozproszonych substancji aktywnych i przechodzenie ich do roztworu stanowi
jeden z powazniejszych problemow inzynierii Srodowiska. Dotyczy to zwlaszcza substancji o wysokim stop-
niu toksycznosci. Substancje takie, zwlaszcza w postaci roztworow stanowi¢ moga zagrozenie dla zwierzat,
ludzi, a nawet catych ekosystemow.
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Sytuacja w tej materii jest szczegdlnie drastyczna w rejonach starych hald i wysypisk, stanowiacych
pozostalosci po nieistniejacych juz zaktadach przemystowych rozwijajacych ‘pelni¢ mocy produkcyjnych’
w epoce, gdy nie obowiazywaly restrykcyjne przepisy ekologiczne. W przodujacych pod wzgledem eko-
logicznym krajach europejskich sytuacja w tej materii jest w duzym stopniu opanowana, lub przynajmnie;j
monitorowana. Jest ona natomiast cz¢sto drastyczna w krajach rozwijajacych sig, ktorych wladze zafascy-
nowane ideg wzrostu gospodarczego nie wykazuja zadnego zainteresowania problematyka ochrony $rodo-
wiska. W krajach tych produkowane masowo i sktadowane na niekontrolowanych hatdach wielkie ilosci
toksycznych odpadow przemystowych stanowig prawdziwa ‘bombe ekologiczng’.

Jak juz wezeéniej powiedziano, roztwarzanie zwiazkow nieorganicznych traktowac nalezy jako he-
terogeniczng reakcje chemiczna, w ktorej roztwarzana substancja przechodzi do roztworu w postaci jonow.
Reakcja taka, podobnie jak wszystkie inne reakcje chemiczne, podlega rownaniu kinetyki wiazacemu szybko$¢
reakcji w (tj. wzigta ze znakiem ujemnym pochodna czasowq koncentracji substratu) z jego koncentracja
aktualna H. W najprostszym przypadku jest to tzw. kinetyka reakcji pierwszego rzgdu opisana rOwnaniem
rézniczkowym [2, 15, 25, 27]:

_dH
dt

KH (D

gdzie ¢ jest czasem, a « jest stala reakcji chemicznej, zalezng od parametrow termodynamicznych (zwlaszcza
temperatury). Réwnanie (1) z warunkiem poczatkowym

H()|_,=H, 2

posiada rozwiazanie w postaci wykladnicze;j:

H(t)= H, exp(—kt) (3)

Z rozwiazania (3) wynika, Ze czas roztwarzania jest nieograniczony, a koncentracja nieroztworzonej
substancji znajdujacej si¢ w ztozu maleje monotonicznie zdazajac do zerowej warto$ci asymptotycznej po
nieskonczonym czasie roztwarzania.

W przypadku roztwarzania substancji aktywnej w postaci drobnych czastek rozproszonych w materiale
pasywnym roéwnanie (1) jest adekwatne jedynie w sytuacji, gdy rozproszone czastki majq posta¢ plaskich
‘blaszek’, ulozonych réwnolegle do naptywajacego strumienia, a dostgp substancji roztwarzajacej mozliwy
jest tylko z jednej strony ‘blaszki’. W przypadku natomiast, gdy dostep ptynu roztwarzajacego do ziaren
substancji aktywnej mozliwy jest z wielu stron, wowczas rownanie kinetyczne szybkosci rekcji odpowiada
reakcji rzedu 2/3 [15, 23]:

dH

_7:’(1_12/3 4
" “4)

Rozwiazanie rownania (4) z warunkiem poczatkowym (2) przyjmuje postac:

(3 H, —;K‘tj dla <y

H(t) = ®)
0 dla 7>1

Rozwiazanie (5) wskazuje, ze w tym przypadku koncentracja nieroztworzonej substancji znajdujacej sig
w ztozu maleje rowniez monotonicznie, lecz czas roztwarzania ¢; jest skoficzony, a jego dtugos¢ okreslona
jest wzorem:

n==H, ©)

Jesli transport roztworzonej substancji aktywnej w poblizu $cianek nieroztworzonych ziaren odbywa
si¢ na drodze dyfuzji, wowczas, zgodnie z prawem Ficka wektor gestosci strumienia dyfuzji J jest wprost
proporcjonalny do wzigtego ze znakiem ujemnym gradientu koncentracja substancji w roztworze C, tj.:
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J =-DgradC @)

gdzie D jest wspotczynnikiem dyfuzji. Dyfuzja bedzie mie¢ wowczas miegjsce, o ile wystgpuje roznica
stezen migdzy koncentracja roztworzonej substancji na $ciance ziarna i koncentracja w ptynie w pewnym
oddaleniu od $cianki.

Z drugiej strony koncentracja substancji w roztworze C jest ograniczona przez wielko$¢ odnoszacego
si¢ do niej iloczynu rozpuszczalnosci R. Poniewaz dyfuzja w roztworze, zgodnie z prawem Ficka, wystgpuje
wtedy, gdy istnieje roznica st¢zen, a zarazem roztwarzanie ustaje, gdy nasycenie roztworu osiagnie wartos¢
iloczynu rozpuszczalnos$ci, zatem wprowadzi¢ mozna nast¢pujaca modyfikacja rownan (1), (4) dla kinetyki
procesu roztwarzania [20, 21]:

w:—dH—K[l—CjH ®)

dt R

w:—dH:K(l—C)HZ/3 9
dt R

Roéwnania (8) 1 (9) pokazuja, ze gdy nasycenie roztworu osiagnie maksymalng warto$¢ rowna ilo-
czynowi rozpuszczalno$ci, wowczas osiagnigty zostanie stan rownowagi i1 dalsze roztwarzanie nie bedzie
mozliwe.

Rozwazmy swobodny przeptyw plynu wokot ptaskiej, poziome;j $cianki ciata statego (ztoza) zawiera-
jacej w sobie ziarna substancji aktywnej. Przyjmiemy uktad wspotrzednych prostokatnych x,y,z, w ktérym
0§ y jest normalna (prostopadta) do $cianki, a 0§ x jest umieszczona na niej i rownolegta do zasadniczego
kierunku przeptywu. W tym przypadku, przeptyw ma charakter dwuwymiarowy, a ruch ptynu odbywa si¢
gldwnie zgodnie z osia x, tj. sktadowa x-owa wektora predkosci u przyjmuje znacznie wigksze wartosci od
jego sktadowej y-owej v. Transport roztworzonej substancji ma wowczas charakter adwekcyjno-dyfuzyjny
i jest on opisany rownaniem adwekcji-dyfuz;ji:

0C(x, y,t oC(x, y, 0C(x, y,t 0°C(x,y,t)  0°Clx, y,t

(p.0) (y’t)(y) (y’t)(y) (zy)+ (zy) (10)

ot oy ox oy

Niestety, rownanie (10) nie moze by¢ bezposrednio zastosowane do opisu transportu roztworzone;j

substancji w sasiedztwie ztoza ze wzgledu na problemy z okre§leniem warunkéw brzegowych. Poniewaz
zaktada sig, ze naptywajacy strumien ptynu nie zawiera roztworzonej substancji, mozemy przyjac:

Cx, y, (11)

Warunek ten jest niewystarczajacy do poprawnego postawienia zagadnienia poczatkowo-brzegowe-
g0, a pozostate warunki (np. warunek dotyczacy koncentracji substancji rozpuszczonej H na powierzchni
ztoza, tj. dla y = 0) jest praktycznie niemozliwy do okreslenia a priori. Ponadto nalezy okresli¢ wartos$ci
sktadowych predkosci ptynu u, v w calym obszarze przeptywu. To jednak mozliwe jest do wyznaczenia
W oparciu o teori¢ warstwy graniczne;.

2. Warstwa graniczna

Warstwa graniczna jest obszarem w plynie potozonym w poblizu sztywnych $cianek, gdzie lepkos¢
ptynu i ksztalt Scianek wplywaja decydujaco na obraz przeptywu.

Zgodnie ze sformulowang przez Prandtla [17] idea warstwy granicznej zaktada sig, ze ruch ptynu
W jej obszarze ma charakter przeptywu lepkiego. Natomiast poza obszarem warstwy granicznej ruch ptynu
r6zni sig od przeptywu plynu idealnego tak nieznacznie, ze wplyw lepkos$ci moze by¢ tutaj niemal catkowi-
cie pominigty. Podobnie przedstawia si¢ sytuacja z wirowoscia predkosci. Przeplyw w warstwie granicznej
jest silnie wirowy, natomiast poza jej obszarem wirowo$¢ predkosci jest tak niewielka, Ze moze by¢ ona
praktycznie zaniedbana. Tym samym ruch ptynu w obszarze poza warstwa graniczna moze by¢ traktowany
w wystarczajacym przyblizeniu jako potencjalny.
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W konsekwencji w catym obszarze przeptywu moga by¢ wyroznione dwie strefy: obszar warstwy
granicznej, w ktorej ruch ptynu ma charakter lepkiego przeptywu wirowego oraz zasadniczy strumien ptynu,
ktorego ruch nie r6zni si¢ zbytnio od potencjalnego przeptywu ptynu idealnego. Granica migdzy tymi stre-
fami nie jest na ogdt wyraznie okre$lona — przy przejéciu z warstwy granicznej do zasadniczego strumienia
plynu nastepuje raczej niemal asymptotyczne zanikanie wirowosci 1 wplywu lepkosci ptynu.

Na sztywnych $ciankach ptyn ‘przykleja si¢’ do nich, a zatem na $ciance sktadowe predkosci ptynu,
zaréwno normalna v jak i styczna u, sa rowne zeru. Zalozenie to pozwalana sformulowanie warunkow
brzegowych dla warstwy graniczne;j.

Poniewaz ruch ptynu w warstwie granicznej jest lepkim przeptywem wirowym, zatem w ogélnym
przypadku jest on opisany uktadem roéwnan Naviera-Stokesa [1, 3, 14]. Do analizy ruchu plynu w warstwie
granicznej najlepiej wybra¢ uktad wspoirzednych prostokatnych x,y,z, w ktoérym o$ y jest normalna (prosto-
padta) do $cianki, a 0§ x jest styczna do niej i rownolegta do zasadniczego kierunku przeptywu. W przypad-
ku, gdy przeptyw ma charakter stacjonarny i dwuwymiarowy, a zasadniczy ruch ptynu odbywa si¢ zgodnie
z osig x, wowczas uktad rownan Naviera-Stokesa oraz rownanie ciagtosci przeplywu dla sktadowych wektora
predkosci przeptywu stycznej u, i normalnej v oraz ci$nienia P redukuja si¢ do postaci:

o, o op (Fu o N
Pl "% )" T M oy (12)
ov ov oP o’'v o’
plu—+v—|=——+u|l—+— (13)
ox oy oy ox~ Oy
gqugU:O (14)
X Y

gdzie p jest gestoscia ptynu, a u jego lepkoscia.

Biorac pod uwage niewielka grubo$¢ warstwy granicznej d wydaje si¢ by¢ oczywiste, ze wartos¢
sktadowej predkosci réwnoleglej do Scianki u jest wigksza od wartosci sktadowej predkosci prostopadtej
do $cianki v. Ponadto # zmienia si¢ znacznie z odlegloscia od $Scianki y, poczynajac od warto$ci zerowe;j
na $ciance do predkosci strumienia zasadniczego U na zewngtrznej granicy warstwy. Natomiast zmiany u
wzdtuz $cianki sa stosunkowo niewielkie, podobnie jak zmiany v z odlegtoscia od $cianki y. Pomijajac po-
chodne wyrazajace niewielkie zmiany w porownaniu do przyjmujacej duze wartosci normalnej pochodne;j
sktadowej stycznej ou/0y mozemy zredukowaé réwnania (12), (13), (14) do prostszej postaci. RoOwnanie
(13) daje woweczas:

or
oy

1t

0 (15)

co oznacza, ze ciSnienie P nie zmienia si¢ praktycznie w poprzek warstwy granicznej i mozemy go trakto-
wac jako funkcje jedynie zmiennej x. W takich warunkach pochodna czastkowa cisnienia redukuje si¢ do
pochodnej zwyczajnej wzgledem zmiennej x i rownanie (11) przybiera zredukowana postac:

ou  Ou dP  0%u
plu—+vo_—|=——+u— (16)
ox Oy dx Oy

Cisnienie w warstwie granicznej jest praktycznie takie samo jak w otaczajacym ja zasadniczym,
potencjalnym strumieniu ptynu, w ktérym obowiazuje réwnanie Bernoulliego:

2

p% + P = const. (17)

Roézniczkujac to rownanie wzgledem zmiennej x bedziemy mie¢:

U@U _ dP

— = (18)
ox dx
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Podstawiajac otrzymane tu wyrazenie na pochodna ci$nienia do réwnania (16) otrzymamy:

2
ua—quUa—u: 8—U+ﬂ8—z (19)
Ox oy ox pady

W ten sposob uzyskano uklad rownan (19), (14) opisujacych ruch ptynu w laminarnej warstwie
graniczne;j.

3. Warstwa graniczna wzdluz poziomej plaskiej Scianki

Cho¢ grubo$¢ warstwy granicznej ¢ nie jest Sci§le okreslona, wzdhuz poziomej $cianki mozemy ja
oszacowac w nastgpujacy sposob:

Pomijajac wielko$ci mate, naprezenie styczne 7 zgodnie z hydrodynamicznym prawem Newtona
wyrazi si¢ przyblizonym wzorem:

T U— (20)

Poniewaz wartos$¢ stycznej sktadowej predkosci u rosnie monotonicznie od zera do U na grubosci
warstwy granicznej J, dlatego tez mozna napisac:

u
oC [— 21
A (21)

gdzie oc oznacza znaki proporcjonalnosci.

Sita bierna tarcia wewngetrznego zwiazana z istnieniem lepko$ci wyniesie:

F =1lbr o« lb,u% (22)

gdzie / oznacza dlugo$¢ $cianki, a b — jej glgbokos¢. Stosunek sity $cinajacej do poprzecznego przekroju
warstwy granicznej bedzie:
E U

=—L ocluy—
ob M

5 (23)

?

Nietrudno zauwazy¢, ze stosunek energii kinetycznej podzielonej przez jednostke objetosci ma ten

sam wymiar, co stosunek sity $cinajacej do poprzecznego przekroju warstwy granicznej; dlatego tez te dwie
wielko$ci powinny by¢ proporcjonalne, tj.:

2

—— o lu— 24
Pyt
Otrzymamy stad nastgpujacy wzor na grubo$¢ warstwy graniczne;j:
5o |[HL 25)

pU

Jesli dlugos¢ Scianki potraktowaé jako zmienna x i zatozy¢, ze punkt x = 0 odpowiada poczatkowi
$cianki, otrzymuje si¢ wowczas nastepujaca formule na zalezno$¢ grubosci warstwy granicznej od odlegtosci

od poczatku $cianki:
Hx
O(x)oc [ 26
GEN U (26)

Rozwazmy za Blasiusem [5] stacjonarng laminarna warstw¢ graniczna wzdtuz ptaskiej Scianki row-
noleglej do zasadniczego strumienia ptynu. Poniewaz predko$¢ zasadniczego strumienia ptynu U porusza-
jacego si¢ ruchem potencjalnym traktowa¢ mozna jako stata, zatem réwnanie (19) upraszcza si¢ wowczas
do postaci:
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2

— 27
ox oy poy’ @7)

Warunki brzegowe dla sktadowych u,o wektora predkosci przeptywu wystgpujacych w uktadzie
rownan (27), (14) sa:

u(x,y)|,_,=0 (28)
u(x,y),,,=U (29)
v(x, )|, _,=0 (30)

Blasius [5] wykazal, ze poprzez odpowiedni wybor zmiennych zastosowanych do analizy problemu,
rozwiazanie zagadnienia brzegowego (27), (14), (28), (29), (30) moze by¢ wowczas sprowadzone do rozwia-
zania rOwnania rozniczkowego zwyczajnego. Rozwiazanie takie nazywa sig czgsto wowczas ‘rozwigzaniem
samopodobnym’.

Wprowadzajac nowa zmienna zdefiniowana w sposob:

_ Y _,|pY
=50 waux (€2))

mozna sprobowac poszukiwania rozwigzan zagadnienia brzegowego (27), (14), (28), (29), (30) w nastegpu-

jacej postaci:
U
u=U?AnL=UB{nﬁ%;J (32)
U U U
ua#L&thi$4MiJ (33)
px pX ux

gdzie B(n) i B,(n) sa pewnymi funkcjami ciaglymi (zwanymi niekiedy odpowiednio styczna i normalng funk-
cja Blasiusa). Przedstawmy teraz funkcjg¢ Blasiusa w postaci pochodnej pewnej funkcji pierwotnej f(#):

&@=%%1 (34)

Warunki brzegowe dla funkcji f(77) beda jak nastepuje:

£, =0 (35)

df(n) -0 (36)
n |,

dfm|  _, 37
el (37)

Skladowa rownolegla wektora predkosci w warstwie granicznej u przedstawi¢ mozna wowczas
W Sposob:

i)

dn (39%)
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Korzystajac z wynikajacej z rOwnania ciagtosci (14) zaleznosci

- [ 2oy (39)
0 ay

otrzymuje si¢ wyrazenie na sktadowa normalna:

U:_% P_Uf(n)+ | uUx df(n)ly /plg @)
HX Joj dn 2 ux
v =l,/£{n—df(n)— f(n)} (41)
2\ px dn

Pochodne stycznej sktadowej wektora predkosci u sa:

tj.:

0 1U d°
ouw_ 1Y U# (42)
Ox 2 x dn
2
ou _y oY 41 43)
dy px dn
0’ Ut d’
gy~ ux dn
Podstawienie powyzszych wyrazen do rownania (27) daje:
L, d/ U df(m)
2 dn x ' dn’
2 2 3 (45)
1 juU . df(n) v pU d°f(m) _ppU” d’f(n)
2\ px | dny px dn®  p opx dy’
i po uporzadkowaniu:
d’ 1 d’

dn’ 2" 7 dn’

Jest to quasi-liniowe rownanie rézniczkowe trzeciego rz¢du dla poszukiwanej funkcji f(1). Wraz
z warunkami brzegowymi (35), (36), (37) tworzy ono quasi-liniowe zagadnienie brzegowe. Zagadnienia
tego nie mozna rozwiaza¢ metodami bezposrednimi. Blasius [5] poszukiwal przyblizonego rozwiazania
zagadnienia (46),(35),(36),(37) w postaci rozwinigcia w szereg nieskonczony. Metoda Blasiusa, zmudna
i skomplikowana, zostata p6zniej znacznie udoskonalona przez Topfera [26], Goldsteina [10, 11]1 Howartha
[13], ktory otrzymat przyblizenie rozwiazanie z duza doktadnoscia.

Obecnie zagadnienie brzegowe (46), (35), (36), (37) rozwiazuje si¢ tzw. metoda strzatéw. Polega ona
na zamianie zagadnienia brzegowego na zagadnienie poczatkowe z ‘ruchomym parametrem’. Zastgpcze za-
gadnienie poczatkowe rozwiazuje si¢ wielokrotnie numerycznie, zwykle metoda Rungego-Kutty czwartego
lub wyzszych rzedow, a nastgpnie tak manipuluje si¢ ruchomym parametrem, aby spetniony zostat warunek
brzegowy. W rezultacie otrzymuje si¢ numeryczne przyblizenie funkcji /(1) o duzej doktadnosci.

Funkcje B;(n) otrzymuje si¢ poprzez zwykte rozniczkowanie funkcji f(#), natomiast funkcje B,(7)
wyznacza si¢ z prostego wzoru:

B0 =3 04— s .
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0.6 1

0.4 4

0.2 4

0.0 T

Rys. 1. Pierwsza funkcja Blasiusa

Wszystkie trzy funkcje B(), By(#), f(n7) dla dodatnich warto$ci argumentu # sa regularne i mono-
tonicznie rosnace. Dla argumentu # = 0 bgdacego ‘punktem startowym’ wszystkie trzy funkcje przyjmuja
warto$¢ zerowa. Funkcja f(#) posiada jedna asymptote ukosna. Funkcja B,(#) posiada jedna asymptote
pozioma, do ktorej funkcja zbliza sig, gdy # zdaza do nieskonczono$ci. Natomiast funkcja B(#) posiada
dwie asymptoty: asymptote pozioma na wysokosci rownej 1, do ktorej B(y) zbliza si¢, gdy # zdaza do nie-
skonczonosci oraz asymptote ukosna, do ktorej B;(7) zbliza sig, gdy n zdaza do zera. Funkcja /() jest przy
tym wklesta, funkcja B;(n) — wypukta, natomiast funkcja B,(7) jest poczatkowo wklesta a pdzniej wypukta
posiadajac jeden punkt przegigcia.

Funkcja B;(n) przedstawiona jest na Rys. 1, natomiast funkcja 2B,(#) — na Rys. 2.

2.00 A

2B, (1)
1.75 4

1.50 4

1.25 1

1.00 4

0.75 A1

0.50 A

0.25 A1

T
0 2 4 6 8 107

Rys. 2. Druga funkcja Blasiusa

Staranne wyznaczenie przebiegu funkcji B(#) pozwolito na uscislenie formuty (26) na grubos$¢ war-
stwy granicznej poprzez podanie warto$ci wspotczynnikow proporcjonalnosci. Grubos$¢ warstwy graniczne;j
J95 rozumiana jako odleglo$¢ od $cianki, przy ktorej predkosé styczna u osiaga 95% wartosci predkosci
zasadniczego strumienia plynu U wyraza si¢ wzorem:
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S5 (x) = 3.91804 /;‘2 (48)

Grubos$¢ warstwy granicznej dgg rozumiana jako odlegtos¢ od $cianki, przy ktorej predkos¢ styczna
u osiaga 99% wartosci predkosci zasadniczego strumienia pltynu U wyraza si¢ wzorem:

8oy (x) = 4.0999 /;‘2 (49)

natomiast grubos¢ warstwy granicznej dggg rozumiana jako odlegtos¢ od Scianki, przy ktorej predkos¢ styczna
u osiaga 99.9% warto$ci predkosci zasadniczego strumienia ptynu U wyraza si¢ wzorem:

Sog0(X) = 6.0 //‘)‘(x] (50)

Doktadne pomiary doswiadczalne przeprowadzone migdzy innymi przez Nikuradsego [27] potwier-
dzilty wysoka zgodno$¢ otrzymanego obrazu przeptywu z rzeczywistoscia.

5. Transport w podwarstwie dyfuzyjnej

W bezposredniej bliskosci powierzchni ztoza zarowno sktadowa styczna u jak i normalna » wektora
predkosci sa rowne zeru. Transport roztworzonej substancji bedzie miat tam charakter dyfuzyjny. Dopiero
w pewnej odlegtosci od powierzchni ztoza sktadowe wektora predkosci ptynu w warstwie granicznej stang
si¢ znaczace. Dlatego tez postuluje si¢ wydzielenie z warstwy granicznej bliskiej §ciance ‘podwarstwy dyfu-
zyjnej’, w ktorej transport roztworzonej substancji odbywa si¢ droga dyfuzji. W pozostalej natomiast czgsci
warstwy granicznej przyjmowac si¢ bedzie, ze transport substancji ma charakter gtéwnie adwekcyjny.

Poniewaz transport w warstwie dyfuzyjnej o miazszosci 4 podlega prawu Ficka 1 wystepuje przy
roéznicy migdzy st¢zeniem roztworzonej substancji na powierzchni zloza Cj, i stgZzeniem na granicy warstwy
dyfuzyjnej C,, dlatego tez mozemy napisac:

C,-C

J=D=2 0 51
P C2))

gdzie J jest gestoscia strumienia dyfuzji, a D wspotczynnikiem dyfuzji.
Poniewaz caty strumien dyfuzji pochodzi od roztwarzania substancji zawartej w ztozu, dlatego tez,
porownujac ubytek ilosci moli substancji aktywnej ze strumieniem gestosci dyfuzji przez powierzchnig

ztoza S mozemy napisac:
—iijsjagds dtziﬁ]dS dt (52)

Dodatkowy parametr ¢ musiat zosta¢ wprowadzony w powyzszym réwnaniu biorac pod uwage, ze
koncentracja substancji aktywnej w ztozu H wyraza si¢ w molach/m? powierzchni ztoza, natomiast kon-
centracja substancji aktywnej w roztworze C wyrazona jest w molach/m> objetosci roztworu. Z rownania
(52) otrzymujemy bezposrednia zalezno$¢ migdzy spadkiem koncentracji substancji w ztozu a gestoscia
strumienia dyfuzji:

1 0H

e 53
e Ot (>3)

Lecz, z drugiej strony, spadek koncentracji substancji w ztozu, tj. szybko$¢ reakcji roztwarzania
okres$lona jest uogélnionymi rownaniami kinetyki chemicznej (8) lub (9) uwzgledniajacymi wplyw iloczynu
rozpuszczalnos$ci R. Podstawiajac teraz prawe strony tych rownan w miejsce pochodnej czasowej koncentracji
H w réwnaniu (53) bedziemy miec:

1
K(I—CI;OJH:J (54)

€
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dla kinetyki procesu roztwarzania pierwszego rz¢du oraz
IK(I—iOJHzB =J (55)

€

dla kinetyki procesu roztwarzania rzedu 2/3.

Uy

|
ui-]/Z ' . ui+1/2 .
C ' Coo |

| i,0 ‘

J

Ci,b o CH],b

Rys. 3. Schemat bilansu molowego na granicy podwarstwy dyfuzyjnej

Rozwazmy teraz sytuacje na granicy podwarstwy dyfuzyjnej i podzielmy sasiadujacy z nia obszar
na prostokatne bloki, ktorym przypiszemy kolejne numery 1, 2, 3, ... przebiegajace zgodnie z kierunkiem
zasadniczego przepltywu strumienia ptynu (Rys. 3). Do dowolnego lecz ustalonego i-tego bloku dostarczana
jest substancja aktywna transportowana adwekcyjnie z bloku i — 1 z predko$cia u;_,,, oraz transportowana
dyfuzyjnie od strony zloza ze strumieniem gestosci J. ROwnoczesnie z tego samego i-tego bloku odprowa-
dzana jest substancja aktywna transportowana adwekcyjnie do bloku i + 1 z predko$cia u;.,,, oraz w kie-
runku zasadniczego strumienia ptynu predkoscia v; . Mozemy zatem sporzadzi¢ bilans molowy substancji
dla i-tego bloku w postaci:

Uiy 1,Ciy o AVAZAL + T AXAzAE =y, C ) (AVAZAL + U, AxAzAL (56)

lub, po uproszczeniach:
Ui 1)2Ci oAy + JiAx =y, 5 C oAy + U, Ax (57)
Odnoszac teraz rownania (54) i (55) do potozenia i-tego bloku bedziemy mie¢:

C.
]K‘(l —”‘)]Hi =J, (58)
R

€

oraz

C,
1;{1—"’]}13/3 =J, (59)
€ R
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Podstawienie lewych stron wyrazen (58) i (59) w miejsce gestosci strumienia dyfuzji J; w rbwnaniu
(57) daje:

Ax Cio
u;g2C Ay + ?K 1 e H;=u;,,,C; Ay +v;Ax (60)
lub alternatywnie:
C.
Ui Ci oAy + A:K(l - IIéOJHiZB =y,1,C; oAV + U Ax (61)

Biorac pod uwage, ze naptywajacy z zewnatrz strumien ptynu nie zawiera roztworzonej substancji,
lub tez jej koncentracja w naptywajacym strumieniu moze by¢ traktowana jako znana, mozna, na podstawie
rownan (60) lub (61) okresli¢ nieznane koncentracje C; o w sposob sekwencyjny poczynajac od bloku i = 1.
W ten sposob wyznaczone zostaja koncentracje substancji aktywnej na granicy strefy dyfuzyjne;.

Wielkos$¢ strumienia dyfuzji J; odpowiadajacemu kazdemu z i-blokoéw okresli¢ mozna z rownania (58)
lub (59). Wielkos¢ koncentracji substancji aktywnej na powierzchni ztoza moze by¢ teraz fatwo wyznaczona
korzystajac z odniesionej do poszczegolnych i-blokow dyskretnej wersji rownania (51):

Ci b~ Ci 0

J=D———= (62)

h

Pozostaje wyznaczenie zmiany koncentracji substancji w ztozu w przedziale czasowym A¢. Uczynic

to mozna korzystajac z wersji rownania kinetyki reakcji roztwarzania odniesionej do kazdego z i-blokéw.
W przypadku reakcji pierwszego rzedu rownanie (8) przybierze wowczas postac:

n+l n C"
A A —,{1— I;”jm (63)

At !

w wersji explicite lub

n+l n C”
_Hi Hi _x 1_ i,0 H;HI (64)
At R
w wersji implicite, przy czym réznica migdzy poziomami czasowymi n i n + 1 odpowiada interwatowi
czasowemu A¢. Rownania analogiczne do (63) 1 (64) poda¢ mozna dla kinetyki reakcji rzedu 2/3.
Obliczenie wedtug przedstawionego tu algorytmu prowadzi¢ mozna na kolejnych poziomach czaso-
wychn=1,2,3,...

6. Propagacja roztworzonej substancji w warstwie granicznej

Rozprzestrzenianie si¢ roztworzonej substancji aktywnej w pozostatej czegsci warstwy granicznej
(poza podwarstwa dyfuzyjna) odbywa si¢ gtdwnie droga adwekcyjna. Rownanie adwekcji przyjmuje w tym
przypadku postacé:

) ZEE) u(x,y>acg;’y) ~0 (65)

gdzie sktadowe wektora predkosci, styczna u i normalna v do powierzchni ztoza, sa okre§lone rozwiazaniami
hydrodynamicznych rownan warstwy granicznej. Jako warunki brzegowe dla réwnania (65) przyja¢ mozna
zerowa koncentracje w naptywajacym strumieniu ptynu

C(x,y)

=0 (66)

oraz koncentracj¢ na brzegu podwarstwy dyfuzyjnej wyznaczona w sposob dyskretny wedlug algorytmu
omowionego w poprzednim rozdziale. Mamy wigc:
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C6, 1),y =Cio (67)
i po ekstrapolacji:
Cep),y=C, ) (68)

Réwnanie (65) z warunkami brzegowymi (66), (68) tworzy zagadnienie brzegowe Cauchy’ego.
Charakterystyki dla rownania (65) okreslone sa przez wyznacznik:

dx dy |
det L(x,w o(, yJ =0 )

tj.:
v(x,y)dx—u(x,y)dy =0 (70)
lub:
dy _u(x,y)
dx  u(x,y) 7

Rozwiazaniem tego rownania jest funkcja uwiktana w postaci:

O(x,y) =K, (72)
gdzie K| jest stata catkowania. Poniewaz rownanie (65) jest jednorodne, druga charakterystyka jest:
Clx,y) =K, (73)
gdzie K, jest inng stalg catkowania. W sytuacji, gdy y = 0 mamy:
O(x.y)|,_,= 0,0 =K (74)
Stad:
x=0,'(K,) (75)

Podstawiajac otrzymane wyrazenie na zmienna x do funkcji C,(x) wystgpujacej w warunku brzego-
wym (68) bedziemy mie¢:

C, () =C,(0;'(K)) (76)
Réwnoczesnie, z drugiej charakterystyki (73) mamy:
C,(x) =K, (77)
Odejmujac réwnania (76) i (77) stronami otrzymujemy:
0=C,(0;'(K))-K, (78)
Podstawiajac teraz wyrazenia (73), (74) na stale K i K, bedziemy miec:
0=C,06,'©0.) - C.y) (79)
skad otrzymamy ostatecznie rozwiazanie w postaci ogolnej:
C(x.)=C,©,'©.)) (80)

Ze wzgledu na skomplikowana posta¢ funkcji predkosci u(x,y) 1 v(x,y), a zarazem skomplikowana po-
sta¢ funkcji uwiktanej ®(x,y) dogodnie jest przeprowadzi¢ numeryczne catkowanie zagadnienia Cauchy’ego
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(65), (66), (68). Stosujac numeryczng metod¢ Kutty-Rungego do rozwiazania rownania (71) otrzymuje sig
rozwiazanie w postaci jawnej:

y(x) = 0,(x) - K, (81)

Stata K; wyraza wowczas warunek poczatkowy dla rownania (71) wzigty ze znakiem ujemnym. Jawne
wyrazenie (81) rownowazne jest funkcji ®(x,y) w formie:

O(x,y) =0,(x) -y =K, (82)
Rozwiazanie (80) przyjmuje wowczas postac:
C(x.y) = C,(0;(0,(x)-»)) (83)

Taka postac¢ ostatecznego rozwiazania nie wymaga stosowania skomplikowanych procedur nume-
rycznych dla zagadnienia Cauchy’ego (65), (66), (68).

Publikacja niniejsza zostata sporzadzona w 2007 roku w ramach realizacji pracy statutowej Instytutu
Mechaniki Gorotworu PAN, nr T01/Z2/P1.
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The Analysis of Dissolution of Active Substances Involving Diffusion Effects in
a Grain Neighbourng Boundary Layer

Abstract

The paper presents a mathematical model of dissolution of the active substance dispersed in a flat bed by
aliquid stream. The phenomena occurring in the boundary layer of the flowing fluid influence then on the dissolution
process. For the description of the dissolution process two primary dependent parameters, the concentration of the
active substance in the bed /, and the concentration of the active substance in the solution C have been introduced. In
the paper the dissolution process is regarded as heterogeneous chemical reaction described by means of the modified
kinetics equation. The form of the kinetics equation depends on the grain form, and the first order equation, and/or
alternatively 2/3 order equation have been applied . The modification of the kinetics equation involves the influ-
ence of the solubility product on the dissolution kinetics. Taking into account that at the horizontal bed surface the
normal and tangent components of fluid velocity are equal to zero, in the boundary layer the author have introduced
a diffusion sublayer of small thickness. It has been assumed that in the diffusion sublayer the transfer of dissolved
active substance is realized by means of the diffusion only whereas the outside the diffusion sublayer it proceeds
according to the advection mode. Applying the mole balance with respect to the active substance the distribution
of concentration of the dissolved active substance has been determined at the external boundary of the diffusion
sublayer. The diffusion stream involved in the mole balance has been determined by means of the modified equation
for the dissolution kinetics. The concentration of dissolved active substance in the boundary layer is determined
applying the advection equation in which the components of the velocity vector are represented by the solutions of
hydrodynamic equations of the boundary layer. In the case of homogeneous fluid stream parallel to the bed surface
the solutions of the boundary layer equations are represented by the Blasius functions.

Keywords: dissolution, leaching, chemical reaction kinetics, laminar boundary layer, mathematical modelling
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